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Andlisis de medidas repetidas mediante
métodos de maxima verosimilitud

Juan C. Oliver*, Jeslis Rosel* y Leigh Murray**
* Universidad Jaume | y ** New Mexico State University

Algunas de las deficiencias del andlisis de varianza para medidas repetidas son |a existencia de esta-
disticos F sesgados con matrices de covarianza no esféricas, y con distribuciones no exactas en dise-
fios no balanceados. Ademas, las diferencias individuales en el desarrollo en disefios longitudinales
son relegadas al término de error. El trabajo presenta mediante dos estudios de casos |as oportunida-
des surgidas en la solucion de estos problemas mediante la metodol ogia de inferencia por maximav e-
rosimilitud. Laevidencia existente sugiere que ésta permiten realizar andlisis mas ajustados mediante
el modelado preciso de la matriz de covarianzas, alavez que proporciona estimadores con propieda-
des asintéticas conocidas y favorables cuando existen valores perdidos. Permiten también cuantificar
lavariabilidad interindividual en el desarrollo mediante la estimacion de nuevos componentes de va-
rianza, dando respuesta a algunas cuestiones planteadas por Barlow y Hensen en su criticaala psico-
logiaexperimental clésica. Se discute por Ultimo algunas desventajasy precauciones atomar en el uso
de estos métodos, asi como algunas caracteristicas de los programas informéticos disponibles.

Maximum likelihood analysis of repeated measures. Biased tests and non-exact F distributions are de-
ficienciesin the classical ANOVA approach to repeated measures in the case of non-spherical varian-
ce covariance matrices or unbalanced data. Individua differencesin developmenta patterns have al-
so been typically ignored by being shoved into the error term. This paper discusses two case studies
that illustrate analysis opportunities in the solution of these problems by using maximum likelihood
methods. Evidence suggests that the latter allow for more precise inference by using more accurate
models of the covariance matrix. They also provide estimators with known and favorable asymptotic
properties in the case of unbalanced data. Individual differencesin growth can be quantified by inclu-
sion of new covariance parameters, which provide some answers to Barlow and Hensen critical re-
marks on classical experimental psychology. Some potential problemsin the use of these methods and

characteristics of available software are finally discussed.

En el andlisis de experimentos con medidas repetidas ocurre
con cierta frecuencia que la matriz de covarianzas no se gjusta a
supuesto restrictivo de esfericidad en el andlisis de varianza, o de
igualdad de varianzas para cualquier par de diferencias entre trata-
mientos (Huyhn & Feldt, 1970). Una condicién suficiente para €l
cumplimiento de este supuesto se da cuando las variables aleato-
rias estan igualmente correlacionadas y tienen varianzas iguales.
Situaciones experimentales comunes provocan sin embargo que
las medidas r epetidas con mayor contigliidad temporal o espacial
presenten correlaciones mas atas. Esto puede producirse por
ejemplo debido ala fatiga del participante en €l estudio sometido
a una variedad de tratamientos u observaciones sucesivas. En re-
gistros psicofisiol dgicos tales como potenciales evocados, la cer-
caniaentre dos 0 més electrodos en €l cuero cabelludo permite que
éstos detecten procesos psicoldgicos comunes que conduzcan a
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unamayor correlacion entre aquéllos que entre electrodos mas dis-
tantes. Estas situaciones generan matrices de covarianzas que in-
cumplen el supuesto de esfericidad y pruebas F sesgadas que in-
flan la probabilidad a de rechazar la hipétesis nula cuando es cier-
ta por encimadel criterio fijado por el investigador.
Tradicionalmente se han propuesto dos soluciones que pueden
ser familiares a lector: la utilizacion de una prueba F con grados
de libertad gjustados (Greenhouse & Geisser, 1959), y € andlisis
de varianza multivariado (O'Brien & Kaiser, 1985). Esta Ultima
estrategia es tipicamente recomendada cuando existe una grave
desviacion del supuesto de esfericidad y la muestra sea grande
(Jensen, 1982, 1987; Marcucci, 1986). EI modelado de la matriz
de covarianza mediante procedimientos de estimacién de maxima
verosimilitud nos lleva a una tercera estrategia que incorpora en €l
andlisis informacion parametrica més gjustada a estudio del com-
portamiento de interés (Wolfinger, 1993). Esta Ultima opcion ha
mostrado tener mas potencia estadistica que la prueba F con gra-
dos de libertad gjustados en el caso de matrices de covarianza au-
torregresivas (Albohali, 1983; Milliken & Johnson, 1994), asi co-
mo resultados favorables mas parsimoniosos que €l andlisis multi-
variado de varianza (Elston & Grizzle, 1962). El objetivo dela pre-
sente comunicacion es presentar dos estudios de casos queilustren
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las oportunidades y problemas de esta tercera viaen €l andlisis de
medidas repetidas, asi como describir algunas caracteristicas de
los programas informaticos disponibles.

Caso |

El estudio consiste en evaluar € efecto sobre la res stencia mus-
cular de tres programas de entrenamiento fisico (Littell, Freund &
Spector, 1991). En el primero de dlos, se aumentd semana a sema:
na el nimero de repeticiones de un gjercicio delevantamiento de pe-
sas. En el segundo programa, se aumento € peso alevantar segln los
sujetos ganaban en resistencia. En latercera condicion de control, los
participantes no hicieron € gjercicio. Las medidas de resistencia se
realizaron en dias adternos durante un periodo de dos semanas.

El modelo lineal para un andlisis de varianza univariado pue-
de ser expresado como:

Yij = Mkt S+ €k @)

parai =1, 2, 3 programas de entrenamiento
y k=1,2...7dasadtenosyj =1, 2,..., n; sujetos por pro-
grama.

endonde s = N(0,0?), e = N(0,0%) y ambos son independien-

tes. Lamatriz de covarianzas puede expresarse como:

éb§+c7§ Si iZjj=' y k="k

(o2 Si iZjj=j ykzk'
%) En cualquier otro caso

0 equivalentemente:
éb§ Si=i',j=] y k='k
2 H— M- T
oyp  Si=i',j=]ykzk
En cualquier otro caso

contando en ambos casos con dos pardmetros. Podemos formular
las hipotesis estadisticas de efectos principal es de Programa (Hq;),
y Tiempo (Hpp), asi como lainteraccion entre Programay Tiempo
(Hgg) del modo siguiente:

Hoi D Mo = Mo = g,

Hg @ L = W paracualquier par de tiempos k, K’

Hos: Mix— My = Mix— W paracuaquier par de programasi, i’
y detiemposk, k’

Sus resultados pueden apreciarse en la Tabla 1, resultando sig-
nificativa la interaccion entre programa y tiempo, pero no asi €
efecto principal de programa.

Tablal
Resultados de andlisis de varianza uni variado

Efecto gl F p
Programa 2 3.07 0.0548
Sujeto(Programa) 54

Tiempo 6 743 0.0001
Programax Tiempo 12 299 0.0005

Tiempo x Sujeto (Programa) 32

Un diagndstico de la adecuacién del modelo mediante el anali-
sis de residuales revela la siguiente matriz de correlaciones, con
valores decrecientes en funcidn de la distancia temporal entre ob-
Sservaciones.

1 096 092 0.87 084 081 0.80C
5 1 094 08 086 083 079"
E 1 0.96 094 091 0.89%
R:E 1 096 091 0.89C
0 1 095 092C
. 1 095F
H 1F

Lainspeccion visual nos sugiere un mal gjuste a criterio de es
fericidad. Esto es apoyado por los resultados de la prueba de
Mauchly, asi como por €l valor € de Geisser-Greenhouse estimado
en 0.42, que se algja del valor 1 requerido por la prueba F inses-
gada para |os contrastes intrasujetos. A la vista del tamafio de la
muestra (N = 57), y de la desviacion considerable respecto de la
condicion de esfericidad, podemos considerar la aternativa del
andlisis multivariado.

El modelo lineal en este caso puede expresarse como:

Y=XB+E )

endonde Y eslamatrix de observaciones (Sujetos x Tiempos)

X eslamatriz del disefio (Sujetos x Programas)

B es el vector de parametros de efectos fijos 0 medias (Progra-
mas X Tiempos)

E eslamatriz de diferencias individual es (Sujetos x Tiempos)

E=N][0z]

La matriz de covarianzas en este caso no tiene restricciones,
por lo que cuenta con 28 pardmetros distintos, 7 varianzasy 21 co-
varianzas.

y

Lo2 Sii=i, j3'"y k=k
e Si i=,j=j)" ykzkK
En cualquier otro caso

El contraste de las hipétesis para los efectos intrasujetos equi-
valentes al modelo univariado ha de realizarse mediante contrastes
multivariados. La hip6tesis lineal general multi variada viene dada
por:

H,: HBM'=0
en donde H eslamatriz de contrastes esperimentales de interés pa
ra los tratamientos entresujetos, y M es la matriz de combinacio-
nes lineales intrasujetos o entre tiempos de interés. Podemos ex-
presar asi las hip6tesis estadisticas de efecto principal de tiempo
(Hgp), e interaccion entre tiempo y tratamiento (Hgg) como:

Hp: HywBM; =0y
Ho' HorogBM: =10
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siendo H 1 un vector 1 x 3 de unos, Hprog lamatriz 2 x 3 de hi-
potesis de efecto principal de programa expresada de forma matri-
cial, y M1 lamatrix 6 x 7 de hip6tesis de efecto principal de tiem-
po. Estos contrastes son programados por defecto a través de los
comandos de medidas repetidas en paguetes estadisticos usuales
tales como Statistical Package for the Social Sciences (SPSS) o
Satistical Analysis System (SAS). En los resultados en |a Tabla 2
no se aprecian cambios considerables en cuanto al efecto principal
de tiempo, mientras que lainteraccion entre programay tiempo ha
dejado de ser significativa

Una segunda alternativa a modelo univariado clasico consiste
en utilizar unmodelo univariado autorregresivo. Aungue podemos
expresar el modelo lineal como en laecuacion (1), ladiferenciara
dica en lamatriz de covarianzas. Esta cuenta también con dos pa-
rémetros, pero indica una correlacion decreciente en funcién dela
distancia temporal de las observaciones (d):

Ebf, Si=i',j=] y k='k
fop’  Sii=i j3' yk#k, K para0<d<6
En cualquier otro caso

La programacion en SAS del procedimiento de andlisis me-
diante métodos de maxima verosimilitud puede consultarse en €l
Anexo A, y €l resultado en |a Tabla 3. La fundamentacion tedrica
de los estadisticos utilizados en € contraste de estos efectos intra-
sujeto esexpuestaen Littell, Milliken, Stroup & Wolfinger (1996).

Los métodos de méxima verosimilitud nos permiten también
contrastar € gjuste de las tres matrices de covarianza utilizadas en
los model os anteriores. Como puede verse en la Tabla 4, los crite-
rios de Akaike y Schwarz son méas cercanos a cero en el caso de la
matriz autorregresiva, lo que suele considerarse como un indice de
mejor gjuste (Littell, Milliken, Stroup & Wolfinger, 1996). Este
model o es ademéas mas parsimonioso en cuanto que parece conse-
guir mejores resultados con un ahorro de 26 pardmetros respecto

Tabla2
Resultados del andlisis mediante contrastes multi variados

Efecto g A de Wilks p

Tiempo 6 6.44 0.0001

Programax Tiempo 12 138 0.1880
Tabla3

Razones F aproximadas obtenidas tras procedimientos de estimacion por méxima
verosimilitud

Efecto g F Appr. p

Tiempo 6 4.30 0.0003

Programax Tiempo 12 117 0.3007
Tabla4

Medidas de ajuste de las matrices de covarianza utilizadas en los modelos
univariado, multivariado y autor regresivo

Criterio SC UN AR(2)

Akaike -712.12 -645.45 -635.40

Schwarz -716.35 -700.54 -639.34

de lamatriz de covarianzas multivariada sin restricciones. Aunque
todavia faltan mas trabajos de investigacion en este sentido, los re-
sultados citados anteriormente (Elston & Grizzle, 1962; Albohali,
1986) apuntan a valor de una precisa especificacion de la matriz
de covarianzas y por lo tanto favorecerian también al Ultimo mo-
delo.

Caso 2

Una deficiencia de la metodologia tradicional del andlisis de
varianza en la investigacion longitudinal es que no modela expli-
citamente las diferencias individuales en patrones de crecimiento,
relegandolas al término de error. Asume también la existencia de
un disefio completo con e mismo nimero de observaciones por
personay espaciamiento temporal, considerando al factor de me-
didas repetidas como cruzado al factor sujetos. Cuando existen da
tos faltantes puede ocurrir que algunas razones F en el modelo uni-
variado no tengan distribuciones exactas, y solo sean aproxima-
ciones que empeoran conforme aumenta el nimero de val ores per-
didos (Milliken & Johnson, 1994). En el andlisis de varianza mul -
tivariado, los paquetes estadisticos comunes tales como SAS o
SPSS eliminan cualquier registro incompleto antes de gjecutar 10s
algoritmos de célculo. Los procedimientos de maxima verosimili -
tud se presentan como alternativas en este sentido cuando existen
muestras grandes. Permiten ademas considerar |as medidas repeti-
das como anidadas a factor sujeto, con un nimero desigual de ob-
servaciones por personay distinto espaciamiento temporal. Incor-
poran también pardmetros de variabilidad interindividual en creci-
miento, cuya estimacion tiene en cuenta las diferentes precisiones
derivadas del distinto nimero de medidas hechas en cada partici-
pante.

Los datos del siguiente ejemplo simulan un estudio longitudi-
nal del desarrollo de la lectura en funcion de la edad. El modelo
intra sujetos puede ser expresado como

Yik = by + byt +ey parai = 1, 2,...n nifios

yt = 0,1, k-1 ocasiones

©)

siendo bg; el nivel de lecturainicia a comienzo del estudio, y by;
la pendiente de crecimiento personal para € individuo i. Si ex-
presamos t como puntuaciones diferenciales respecto de la media
de la variable tiempo, by puede ser interpretado como la media
de niveles de lectura para cada sujeto en todos sus registros. Es-
tos valores de la ecuacion individual forman parte del modelo en-
tresujetos

endonde p= B, +a, +d,,
y b =B, +vy,+d

param = 1, 2 métodos de ensefianza de la lectura 4
siendo By Yy B4 los parametros poblacionales de media de lectura
inicial y pendiente de asociacion entre nivel de lectura 'y edad,
OmY Ym Son los efectos de método de ensefianza sobre el nivel
de lectura medio y sobre la pendiente. Las desviaciones aleato-
rias individuales respecto de los valores poblacionales de cons-
tante y pendiente vienen expresadas por dg y dy, respectiva
mente. Se asume ademés las siguiente distribucion de efectos
aleatorios del modelo:
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o T0 0 Ebgcoﬂj:
1+ ym U GitE

Oi

i O %
=N,
0

e=NID(0GY) )
I

en donde 0?2 indica la variabilidad de las observaciones intrasuje-
tos con respecto alos valores predichos en la ecuacion individual .
L os nuevos parametros o2, 0%y o, reflgjan las varianza entresu-
jetosdenivel inicial de rendimiento en lectura, la varianza de las
pendientes de asociacion entre nivel inicial delecturay edad, y la
covarianza entre estos dos coeficientes de regresion aleatorios.
Una exposicion detallada de procedimientos de estimacion y con-
traste de hipotesis respecto de estos nuevos parametros puede cor-
sultarse en Goldstein (1995). LaFigura 1 ilustrael caso de efectos
significativos en estos tres parametros, a representar las ecuacio-
nes individuales de desarrollo lector bajo los dos métodos de en-
seflanza. Las diferencias entre los coeficientes al eatorios de me-
dias y pendientes entre sujetos puede apreciarse en el gréfico, asi
como €l efecto de abanico divergente que expresa una covarianza
positiva entre |os mismos; es decir, la pendiente de las ecuaciones
individuales tienden a aumentar cuando también lo hace la media.
El Anexo B incluye un programa con el médulo estadistico SAS
que permite realizar este andisis.

Conclusion

Se han descrito tres ventajas de |os procedimientos inferencia-
les de maxima verosimilitud en el andlisis de medidas repetidas.
En primer lugar, éstos permiten una flexible especificacion de la
matriz de covarianzas que, como vimos en el Caso 1, pueden afec
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tar substancialmente | os resultados aun cuando no varien ni e nd-
mero de parametros de efectos fijos (medias) ni las hipotesis con-
trastadas. En segundo lugar, proporciona procedimientos con méas
solidez estadistica para el tratamiento de valores perdidos. En ter-
cer lugar, permiten la especificacion de nuevos componentes de
varianza para describir |as diferencias individual es en patrones de
crecimiento relegados a término de error por los métodos clasi-
cos. Esto puede ser de utilidad parala deteccion de poblaciones es-
pecificas en cuanto a curvas de crecimiento o aprendizajey parala
elaboracion de estrategias clinicas o educativas més gjustadas. Son
ademas una buena herramienta en el estudio de los efectos de va-
riables contextuales sobre el desarrollo. Las posibilidades deinfe-
rencia sobre la descripcion de comportamientos individuales de
los participantes en el estudio proporciona asi algunas soluciones
alas criticas planteadas por Barlow y Hensen (1984) ala psicolo-
giaexperimental clésica.

Como inconvenientes de la utilizacion de procedimientos de
maxima verosimilitud cabe sefidar en primer lugar la necesidad
de muestras grandes de | as que dependen |as buenas propiedades
de los estimadores. En segundo lugar |a aparicién de resultados
con componentes negativos de varianza que puede deberse a ob-
servaciones inusual es, problemas en el disefio 0 a una mala espe-
cificacion del modelo, pero que creaen cualquier caso problemas
de interpretacion (Smith & Murray, 1984; Hocking, 1996). En
tercer lugar surgen preguntas sobre |a estabilidad de las solucio-
nes de | os estimadores encontradas, que dependen de la gjecucion
de los algoritmos de busgueda de méximos en la funcion de ve-
rosimilitud. Puede ser posible que |os méximos encontrados sean
locales y no globales, por lo que larepeticiéon del procedimiento

Método
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Figura 1. Ecuaciones individuales de desar rollo de habilidad lectora en funcién de la edad para dos métodos distintos de ensefianza (A y B), con lasva -

riables expresadas en puntuaciones diferenciales
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desde otros puntos de partida resultara en estimadores con valo-
res distintos (Searle, Casella & McCulloch, 1992). Estas pregun-
tas reflejan la compleji dad de estos procedimientos, por 1o que su

Anexo A
Programacion en SAS del modelo con matriz
de covarianza autorregresiva

PROC MIXED;

CLASS PROGRAMA TIEMPO SUJETO;

MODEL RESIST = PROGRAMA TIEMPO
PROGRAMA x TIEMPO;

REPEATED / SUB= SUJETO TYPE=AR(1);

Nota: La sintaxis de este procedimiento es similar ala utiliza-
da en & modelo lineal general en el anterior iemplo. Sin embar-
go, € comando REPEATED es utilizado aqui para la especifi-
cacion de la variabilidad intrasujeto. El subcomando SUB = SU-
JETO indicaque esta serd de blogues en diagonal definidos por ca-
da identificador de este dltimo factor. El subcomando TYPE =
AR(1) especificala estructura de covariacion entre las observacio-
nes dentro de cada blogue, que en este caso serd autorregresiva de
orden 1.

utilidad para la realizacion de inferencias sobre e comporta-
miento puede depender de que su uso esté basado en una ade-
cuada formacion.

Anexo B
Programacion en SAS del modelo con coeficientes aleatorios
para el andlisis del disefio longitudinal

PROC MIXED;
CLASSSUJETO METODOG,;
MODEL LECTURA = TIEMPO METODO
METODO x TIEMPO;
RANDOM INTERCEPT TIEMPO / SUB=SUJETO
TYPE=UN;

Nota: El comando RANDOM refleja aqui la variabilidad
entre sujetos de los coeficientes aleatorios. La identidad de
los sujetos es definida mediante el comando SUB, mientras
que el comando TYPE=UN especifica una matriz de cova -
rianzas no restringida de orden 2 x 2 entre los coeficientesin -
dividuales.
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