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TRATAMIENTO DE LA COLINEALIDAD
EN REGRESION MULTIPLE

Emelina Loépez Gonzédez
Universidad de Mdaga

Lacolinealidad entre los predictores de un modelo de regresion es un problemamuy
frecuente, sobre todo en e &mbito de las ciencias humanas. Existen diferentes
procedimientos para su diagndstico, pero sin embargo no es una situacion que tenga un
fécil tratamiento, excepto cuando se haya producido por e uso de datos u observaciones
erréneas, en cuyo caso se puede resolver omitiéndolas. Laposibilidad deintroducir nuevos
datos, o de seleccionar otro subgrupo de predictores quiza seala mejor solucion, pero en
la mayoria de las ocasiones no es posible, dada la situacién experimental. Existen, sin
embargo, algunos métodos aternativos que permiten utilizar lainformacién origina y que
posibilitan seguir explicando un porcentgje similar o mayor de la variabilidad de la
variable respuesta. En esta linea abordamos aqui, entre otros, € Andlisis de Componentes
Principales y la Regresion Ridge. Sobre ellos apuntamos las implicaciones en e
tratamiento de la colinealidad derivadas de sus caracteristicas mateméticas, considerando,
al mismo tiempo, las ventajas e inconvenientes de su utilizacion.

Treatment of collinearity in multiple regression analysis. Collinearity among
predictors in a regression model is a very frequent problem, specialy in Human
Sciences. There are several procedures for diagnosing collinearity, but it cannot be easily
solved. However, if it is caused because wrong data or observations were collected, then
it is possible to omit them and, in this way, the problem is automatically solved. To
introduce new data or to select another subgroup of predictors is perhaps the best
solution, but this procedure is not aways possible to apply because of experimental
setting. However, there are some alternative methods which alow to use previous
information and to explain a similar percentage of response variability (or even greater
than the preceding one). In this work, we use -among other procedures- Principal
Component Analysis and Ridge Regression. We remark their implications for
collinearity treatment as a consequence of their mathematic properties and,
simultaneously, we expose which are the advantages and disadvantages when these
procedures are used.

La colinealidad es un problema del predictores del modelo estén relacionados
andlisisderegresion que consiste en quelos  constituyendo una combinacion lineal. Este
hecho tiene consecuencias fundamentales
en el modelo deregresion: si los predictores
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explicacion del fendbmeno en cuestion; los
prondsticos no son nada fiables, puesto que
otra.combinacion de predictores introducida
en e modelo variando el orden, produce
predicciones en €l criterio contradictorias;
no se rediza una seleccion adecuada del
orden de entrada de los regresores en el
modelo, y un largo etcétera. Es un problema
gue no tiene facil solucién, ya que en
definitiva se trata de pedirle ala muestra de
datos mas informacion de la que posee
(Pefia, 1987). Para corregirla sblo cabe
actuar en alguno de los siguientes sentidos:

— Eliminar variables predictoras, con lo
que se reduce € ndmero de
parametros a estimar.

— Incluir informacion externaalos datos
originales.

Si se optapor € primero de dllos, setrata
de suprimir, o bien ciertas variables que se
encuentren atamente correlacionadas, o
bien agunas combinaciones lineales
mediante el Andisis de Componentes
Principales aplicado a la regresién. La
segunda alternativa conduce a trabajar con
estimadores contraidos o bayesianos.

En ambas opciones se sustituyen los
estimadores minimo cuadraticos de los
coeficientes de regresion por estimadores
«sesgados». Estos procedimientos forman
parte de la regresion sesgada, no lined,
pero que sigue cumpliendo e supuesto de
los minimos cuadrados. Ademés, estos
estimadores, a pesar de ser sesgados, tienen
un error cuadrético medio mucho menor,
gue es lo que se pretende para corregir la
colinealidad.

Eliminacion de alguna variable predictora
Es la solucion mas cOmoda ya que
Unicamente hay que eliminar aquellos

predictores correlacionados con otros. Los
estimadores que resultan tienen una
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varianza de error menor, COmo pasamos a
demostrar.

Supongamos que la verdadera relacion
entre predictoresy criterio es:

Y=B1 X1+ B2 Xz +u 1
donde consideramos que todas las variables
tienen media cero. Si eliminamos una

variable explicativay estimamos el modelo,
tenemos:

Y:B]_X]_‘i'ﬁ 2

~

El estimador 3y en (1) es centrado con
varianza

Va ()=, 9
) £@1-2)n @

y B1 en (2) es.

Como b1 es sesgado, su esperanza es

E|by) =Ry +|Ro 112 22*1 @

en donde |a parte recuadrada corresponde al
Sesgo, y SuU varianza sera

Va [B:J = 70-2m = 0-72
Y X2 nst )

Al comparar los dos estimadores, [’3\1 y /Bl
el error cuadrédtico, medio de B, es su
varianza (3) y €l de b, ser&

EcMm (by) = 924 02
(1) (82r1251)+n5%
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Para que b1 tenga un error cuadrético
medio menor, se tiene que cumplir que:

2
i, $n+o? _ 0?
nsi 2(1-r2,)n
0 sex
2
ol e
1-r%, o

luego si r;, se gproxima a uno, € error
cuadratico medio de b, es menor que e de

. Con €ello se obtienen efectivamente
estimaciones sesgadas (4) del efecto de X X
habiendo eliminado del modelo la variable
X, pero en definitiva estas estimaciones
son preferibles s se quiere corregir la
colinealidad.

Para saber cudndo se debe eliminar un
predictor del modelo, tengamos en cuenta
que (6) se puede escribir como

0-2

NG

Si en esta expresion sustituimos 3,y 02
por sus estimadores, se obtiene € cuadrado
del estadistico t que se utiliza para
contrastar la significacion del parametro
estimado. En ese caso se pueden eliminar
las variables cuyo estadistico t sea menor
que uno, lo que hace que la media
cuadrética de error disminuya.

No hay que olvidar, como sefialan Gunst
y Mason (1980) y Hoerl (1985), que antes
de decidir la eliminacién de variables seria
bueno andlizar s € problema de la
colinealidad es un asunto de la muestra
concreta con la que se trabaja o de la
poblacién ala que pertenece dicha muestra.
Si ocurre lo primero y se elimina algin
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regresor, no cabe duda de que en €l caso de
replicacién con otra muestra distinta los
efectos de haber eliminado algun predictor
se degjaran notar, sobre todo porque quiza en
esa nueva muestra € predictor eliminado
podria ser relevante en lugar de redundante.
El verdadero problema de colinealidad
existe si se produce en la poblacion. Gunst
y Mason (1980) comentan estrategias para
detectar ambas situaciones.

Al margen del procedimiento de
eliminacion de predictores colineales, se
han desarrollado un conjunto de técnicas
para saber e efecto de la omisién de
variables predictoras. Se trataria de una
omision «a priori», distinta a la sefialada
arriba, en la que no se espera a construir €l
modelo (1) y luego omitir un predictor para
gue quede como (2), sino que se define el
modelo omitiendo desde e principio
alguna variable predictora. Bajo este punto
de vista Mauro (1990) sefidla un
procedimiento para estimar el efecto de la
variable omitida en la variable respuesta en
funcion de otro predictor sesgado que
permanece en e modelo y que no es
omitido. Pero para que asi sea, es necesario
gue lavariable omitida cumpla una de estas
tres condiciones:

() que tenga un efecto sustancial sobre
la variable criterio (que presente una
correlacién alta con la misma);

(b) que esté atamente correlacionada
con € predictor que permanece en el
modelo y a partir del cual se vaadeducir €l
efecto de lavariable omitida; y

(c) que no esté correlacionada con €l
resto de los predictores del modelo.

Analisis de Componentes Principales
El andlisis de Componentes Principales
(ACP) merece una mencion algo més

amplia que indicar Unicamente su utilidad
como tratamiento para la colinealidad. Esta

493



TRATAMIENTO DE LA COLINEALIDAD EN REGRESION MULTIPLE

considerado como una técnica de Andlisis
Multivariante dentro de las conocidas como
Métodos Factoridles, entre las que se
encuentra también el Andlisis Factorial de
Correlaciones y e Andiss de
Correspondencias (Batista y Martinez,
1989). Dentro del marco de la Regresion,
congtituye una importante alternativa al
gjuste por minimos cuadrados junto con la
Regresion Ridge (Harris, 1985: 86).

Fundamentalmente es una técnica de
reduccion de variables (Riba, 1989) con la
intencion de describir una estructura de
covariacion, aproximandose a ella desde
una nueva perspectiva en funcion de las
dimensiones subyacentes en los datos, que
guedan reflejadas en unas nuevas variables.
Por tanto, € objetivo del andlisis de
componentes principales aplicado a la
regresion es construir un conjunto de
nuevos predictores, los componentes
principales, a partir de los ya existentes, por
medio de combinaciones lineales de
precisamente esas variables regresoras
originales, de tal forma que con esos
mismos datos de partida, las variables
independientes se transforman en otras a
través de las relaciones lineales existentes
entre ellas.

Desde un punto de vista descriptivo y
geométrico, se considera que las variables
predictoras X definen un subespacio euclideo
de p dimensiones (tantas como variables).
Los vaores observados para un individuo en
cada una de las variables X son las
coordenadas que permiten tradadar al
espacio un vector que represente a dicho
sujeto. La representacion de todas las
observaciones define la nube de puntos
(representativa de larelacion entre e criterio
y los predictores); l6gicamente la tendencia
de esa nube serd igua a la suma de las
varianzas de las variables predictoras. En este
andlisis, por tanto, se realiza una rotacién de
gjes. se buscan unos angulos de rotacion de
forma que los nuevos ges, ortogonales entre
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si, maximicen sucesivamente la varianza de
la proyeccion de la nube sobre cada uno de
ellos. Estos ges son los componentes. Las
proyecciones del vector de cada sujeto sobre
dichos ges son los vaores que tiene ese
sujeto en las nuevas variables.

Gréficamente, la diferencia entre la
regresion por componentes y la regresién
lineal comun es que en la regresion larecta
o superficie que gusta la nube de puntos
minimiza la suma de cuadrados de los
residuos de los puntos a la recta en una
direccion paralela a la variable respuesta o
criterio; en el ACP, donde no se privilegiaa
una variable frente a otra, puesto que se
estudia la interdependencia del conjunto en
lugar de la dependencia de unas variables
con respecto a otras, €l interés se centra en
la recta 0 componente representativa de la
interrelacion, por lo que la minimizacién se
refiere a las desviaciones cuadréticas
ortogonal es a dicha componente, y no a las
paralelas de una direccion prefijada (Batista
y Martinez, 1989: 97). Dicho de otro modo,
el ACP de un grupo de p variables
originales genera p nuevas variables, los
componentes principales, CPq, CPop, ... ,
CP,,, donde cada componente principal es
una combinacion lineal de las variables
originales, de tal forma que

CP1=b1y1X1+b1'2X2+---+b1prp=Xb1
CP2=b2,1X1+b2,2X2+---+b2,po=Xb2

(8)

CPp=hp1 X1 +lbp2 Xo+-- +bpp Xp=Xby

0  bien  expresado  matriciamente:
CP=XB (8), donde cada columna de B
contiene los coeficientes para cada

componente principal (CP es una matriz
sencilla, no un producto de matrices).

Los p nuevos componentes principales
deben cumplir estas dos restricciones:

(a) ser independientes;

(b) proporcionar sucesivamente la
maxima informacion posible del criterio,
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en e sentido de que la varianza que
explica CP, sea la mayor de todas las
variables posibles CP. linealmente
transformadas, ortogonales a CPl, y asi
sucesivamente.

Dado que la multiplicacion de una
variable por una constante ‘c’ proporciona
unanuevavariable quetiene unavarianzac?
veces mayor que la varianza de la variable
original, solo necesitamos utilizar de forma
arbitraria los mayores coeficientes para
conseguir quesgp sea arbitrariamente
mayor (Harris, 1985: 236-237). Es decir,
Unicamente nos importan las magnitudes
relativas de los coeficientes definidos en
cada CP. Con objeto de eliminar la solucion
trivial, bj 1 =bj o =--- =bj p = %, senece-
sita que los cuadrados de los coeficientes
empleados en cada CP sumen la unidad, es
decir:

2 —_ R —
b =BB=1
J

y asi,

%H:(N%l)z(biv1§<1+biv2§<2+"‘+bi,p>n<p)2 = BiSxBi = A

(10) donde S es la matriz de varianzas y
covarianzas de las variables originales. Para
evitar la indeterminacion del sistema, se
pone la restriccion antes sefidladaB; B; = 1
Como queremos encontrar €l méximo valor
de (10), sblo tenemos que calcular los
valores extremos condicionados, lo cua se
resuelve utilizando los multiplicadores de
Lagragian, maximizando la funcion auxiliar
siguiente (Batistay Martinez, 1989: 44):

L=BjSxB;-A (B B - 1)

En esta funcion se derivarespecto a b; y
luego se iguala a cero:
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3 =B sBi-A(B;Bi-1) =0
d B

lo cual proporciona €l sistema

2S5,Bi-2A1B;j=0
(sx-A1)Bi=0

Si multiplicamos este sistema por 5i,
estamos teniendo en cuenta la restriccion
B; B = 1,y efectivamente: h = B S«Bi =
de modo que el vaor de A; es el méximo que
buscébamos. Pero para encontrar A; y B;,
necesitamos resolver € sistema anterior de
formaque en  laecuacion |, - A || B;
tenga solucion no trivial, o 1o que es lo
mismo, lamatriz |5 - )\ || seasingular,
gue su determinante sea cero: Sy - A || =(

Desarrollando el determinante, setienela
ecuacion caracteristica, vector latente o
eigenvector, que proporciona los valores de
A o raices latentes de S, (eigenvalores). Si
se sustituye el vaor de A; caculado en el
sistema, se obtiene € eigenvector B;
asociado a A;, cuyos elementos serdn los
coeficientes de la combinacion linea
Optima. A este respecto se puede consultar
el articulo de Cliff (1988), donde
precisamente se argumenta sobre el tamafio
de los eigenvalores de este eigenvector que
proporciona la mejor combinacion.

Cada A; es la varianza de las variables
gue forman combinacion lineal por medio
de los coeficientes que proporciona €l
eigenvector, 0 sea, la varianza de cada
componente principa. Si surge una A, igual
acero, es sefid de que hay una dependencia
linea entre las variables originales (Harris,
1985: 237). Este proceso se lleva a cabo en
la construccion de cada uno de los CP.

El segundo CP se hala de formé que
maximice lavarianzaresidual (la que queda
después de eliminar la varianza explicada
por el primer CP). Finamente B; Sy B; ,
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gue eslacovarianza entre CPy CPJ., escero
para i # j. Entonces tenemos que la
ortogonalidad entre los  vectores
caracteristicos de Sx se cumple desde el
momento en que los diferentes CP no estan
correlacionados.

En suma, las dos restricciones que deben
darse en este andlisis, ambas aplicadas a
cada vector latente, son:

— B;B;=1 (unitario)

— B+ 1B;=0(B; + 1 ortonorma a by);
las p ecuaciones de CP resultantes a
determinar los pesos o coeficientes delos p
componentes, se resumen en la expresion:

S=VAV (11)

donde V es la matriz ortonormal
V'V =VV =1 guetieneen suscolumnas
los p eigenvectores asociados a las p raices
latentes de la matriz de varianzas y
covarianzas S, y /\ es una matriz diagonal
cuyos elementos son lasraices latentesde la
matriz S

A=diag(Ay, Azy---\ Ap > Aet)

Laecuacion (11) seria ahora

A1--- 0 ||By
O-..Ak

By
S=AB1B;+ - +A\Bx By (12

de forma que descompone la matriz S en
una suma de las p matrices B; B;; es decir,
esta solucion ha llevado a diagonalizar la
matriz S de covarianzas de las variables
originales.

Si nos encontramos con predictores en
forma estandarizada, la correspondiente
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matriz de covarianzas es R y se llega a
mismo algoritmo. La diferencia estd en que
las raices latentes de R son distintas a las
obtenidas diagonalizando S, y un cambio de
una a otra no se puede obtener con
transformaciones sencillas. En Batista y
Martinez, (1989: 46) se puede completar
este argumento. También en Chatterjee y
Price (1991: 157-163) se trabgja la
Regresion con Componentes Principales de
forma estandarizada.

Veamos qué ocurre una vez hallados los
p componentes principales, s éstos se
introducen en e modelo de regresién en
lugar de las k variables explicativas
(normalmente k > p). Como es ldgico
pensar, los estimadores que se obtienen no
estan centrados, pero es posible que
presenten menos varianza, que en definitiva
es lo que se pretende para corregir la
colinealidad. Llamando (CP) alamatrizde
p X n datos de estos componeﬁtes, el modelo
€s

Y =(CP)Bc+U (13)

donde ahora las p variables explicativas
elaboradas son ortonormaes, y la
estimacién de cada coeficiente yano supone
mas que

Be(i) ;
SCr,

Para obtener los coeficientes 3 de los
predictores originales, como (CP) = X Vo
donde V, eslamatriz k x p de eigenvectores
asociados a los p vaores de las raices
latentes de S, sustituimos en (13):

AK A*

~ — ~~ (19
Y = (CP)pﬁc = vaﬁc = XB¢

y asi queda expresado el modelo con los
predictores originales.
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Un problema que presenta este andlisis es
que € nimero de CP que se construye es
arbitrario, en consecuencia es muy
importante en € entorno del andlisis de
regresion que la construccién de los CP
tenga una explicacion légica, en el sentido
de que no surjan contradicciones con el
fendmeno que se esté investigando, lo que
realmente no es tan sencillo cuando los CP
son artificiales (Mosteller y Tukey, 1977). A
este aspecto se refiere McCallum (1970) en
su articulo sobre la ortogonalizacion
artificial en € andlisis de regresion. Para
este autor precisamente esa pérdida de
informacion por lafaltade centralizacion de
los predictores no supone un problema, ya
gue lleva a una mejor estimaciéon de los
pardmetros del modelo de regresion
‘original’, incluso para variables creadas
artificialmente con informacion afiadida,
con lo que segin McCallum, sigue siendo
mejor e remedio. No obstante, hay
opiniones distintas: para Batistay Martinez
(1989: 92), este andlisis es practico cuando
se tiene un elevado nimero de variables
predictoras, en cuyo caso puede ser incluso
imprescindible como una buena estrategia
de seleccion de las variables que sean mas
ortogonales entre si.

En e tratamiento del andlisis de
componentes principales con paquetes
estadisticos, en general, es conveniente
considerar algunas referencias para hallar
raices y vectores latentes. En e paquete
SPSS, por gemplo, no se distingue entre la
técnica de Componentes Principales y €
modelo de Andlisis Factorial. En BMDP si
encontramos un andlisis de componentes
principales en e programa 4R que resulta
comodo y sencillo.

En Lopez (1995a) se desarrolla un
gemplo de regresion por componentes
principales utilizando el programa 4R de
BMDP y se comentan los resultados
comparando esta regresibn con otros
andlisis de regresion mas comunes, como la
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regresion stepwise o la regresion multiple
sin procedimiento definido de seleccion de
variables. Al final del presente trabajo
presentamos un ejemplo detalando la
informacion que se obtiene en la salida de
un andisis con € programa 4R, y
comparamos la regresion de componentes
principales que corrige la colinealidad, con
aquellas donde no se contempla que las
relaciones lineales entre predictores
supongan un problema para el modelo de
regresion.

Hay textos que apuntan algunos otros
detales del andlisis de componentes
aplicado a la regresion: Grenn (1977)
analiza cdmo afectan los cambios en los
parametros a la bondad del gjuste, o lo que
él define como ‘sensibilidad de los
parametros en laregresion miltipley en la
regresion con componentes principales;
Harris (1985) presenta un capitulo completo
haciendo hincapié en las consecuencias de
la utilizacion del ACP; Stone y Brooks
(1990) relacionan el ACP con la regresion
continua. Por Ultimo sefilamos las
referencias de Riba (1989); Pefa (1987:
415-419); Batista y Martinez (1989);
Weisberg (1985: 199-202) y Drapper y
Smith (1981: 327-329).

Estimadores contraidos

Hemos apuntado antes que una segunda
alternativa para corregir la colinealidad
consiste en afiadir informacion externaalos
datos. Las dos técnicas desarrolladas para
este propdsito son laRegresiéon de Steiny la
Regresion Ridge. Ambas combinan la
sensibilidad de la regresion maitiple y el
propésito de reducir e error cuadratico
medio para corregir la colinealidad.

Algunos autores como Darlington
(1978), no recomiendan estos estimadores
para trabajos con modelos tedricos, ya que
los estimadores resultantes son sesgados y
ademés no permiten ni € uso de intervalos
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confidenciales, ni pruebas de significacion.
Sin embargo estos estimadores corrigen el
efecto de la colinealidad, en € sentido de
gue contraen €l tamafio de ﬁ Veamos como
se produce.

Sabemos que Qes:

~

B=(X'X)tx'Y
con o que el estimador contraido ser&

Bo=(xX +kQ)Ixy

donde K es unaconstantey Q es una matriz
definida positiva. Si aplicamos en (15) la
formula de la inverson de matrices,
tenemos que:

IAic=(| -K(X'x +kQ)? Q-l)B_ (16)

lo que indica que estamos disminuyendo el
valor de

A partir de aqui consideramos
estimadores  contraidos aquellos  que
cumplen (16), pudiendo ser de dos tipos:

a) Si tomamos Q= X’ X, entonces

-8
Bs= m (17)

éstos son los estimadores de Sein, que
ademas de proporcionar una media
cuadratica menor, €l coeficiente de
determinacion resultante para validar el
modelo esigual al que se obtiene utilizando
los estimadores normales. Para un estudio
més detallado conviene remitirse a la
referenciainicial de Stein (1960), asi como
a agunas interpretaciones posteriores:
Cattin (1981); Darlington (1978) y Drapper
y Smith (1981).
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b) Si tomamos Q = I, entonces

ﬁR:(x'x +KI1)IxyY (9

obteniendo asi los estimadores ridge que
pasamos a ver a continuacion.

Regresion Ridge

La Regresén Ridge supone un
procedimiento de gjuste de los estimadores
minimo cuadréticos con € objetivo de reducir
su variacion. Constituye toda una dternativaa
la estimacion minimo cuadrdtica, y ademés
proporciona una evidencia gréfica de los
efectos de la colinedlidad en la estimacion de
los coeficientes de regresion. Dicho
procedimiento se encuentra dentro del grupo
de las regresiones parciales 0 sesgadas,
consideradas como no linedles.

Hemos sefladlado que una de las
consecuencias de la colinealidad era el
aumento de la varianza asociada a la
estimacion de los coeficientes de regresion,
con lo que los coeficientes estimados
pueden no brindar la suficiente confianza o
incluso ser erréneos s los vectores
predictores no son ortogonales. La
Regresion Ridge proporciona unos nuevos
estimadores que garantizan precisamente
minimizar dicha varianza, de forma que
constituye un método alternativo cuando las
variables explicativas son atamente no
ortogonales.

El nombre de Regresion Ridge se debe a
los trabajos desarrollados por Hoerl (1964)
a aplicar el Andlisis Ridge alas superficies
de respuesta de segundo orden que resultan
de utilizar muchos regresores. Dicho
andlisis ridge y la regresion ridge presentan
procesos mateméticos similares. La primera
exposiciéon detalada de esta regresion se
encuentraen el articulo de Hoerl y Kennard
(1970), donde se contempla e proceso de
cdculo de los estimadores ridge, su
expresion candnica, €l gréfico detrazo ridge
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y € andlisis grafico. Posteriormente,
Marquardt y Snee (1975) llevan a cabo una
buena aplicacién de todos estos procesos
con un estudio detallado sobre la
interpretacion y validacion del modelo.

Tal y como se encuentra ya desarrollada
esta técnica, supone un aproximacién que
responde a dos problemas: (a) deteccion, y
(b) estimacion de la multicolinealidad,
cuando hay sospechas de su existencia. En
generd, la filosofia que subyace en este
andisis es la comparacion entre la
estimacion minimo cuadratica‘ comun’, que
vamos a denotar por MCO (Minimos
Cuadrados Ordinarios): y la estimacion
mediante la estrategia del ‘trazo ridge'.
Ambas dternativas son enfrentadas y
estudiadas en relacién a lo que seria la
verdadera estimacion de | os coeficientes (en
términos de esperanzas) que €s
desconocida. En este proceso de
comparaciones y estudio de propiedades se
llega a demostrar que en los casos de
colinealidad, los estimadores resultantes por
el trazo ridge se encuentran més préximos o
concentrados alos verdaderos valores delos
parametros de regresion, y por lo tanto
dichas estimaciones presentan una varianza
menor a la que poseen las estimaciones por
MCO (incrementada por €l efecto de la
colinedlidad). Estos nuevos estimadores
ridge son parciales o sesgados, pero dado
gue su media cuadrética es menor, son mas
estables, en el sentido de que no van a estar
afectados por |as variaciones de los datos (la
demostracion de que los estimadores ridge
se distribuyen con una media cuadrética de
error menor se encuentra en Hoerl vy
Kennard (1970)). El criterio para decidir
cuando los estimadores ridge son
preferibles alos estimadores MCO depende
delosvalores delos verdaderos coeficientes
del modelo de regresion, pero como éstos
son desconocidos, la regresion ridge seria
atil cuando se sospecha de una extrema
colinealidad (Chatterjeey Price, 1991: 182).
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L os estimadores ridge de | os coeficientes
de regresion se pueden halar alterando
ligeramente las ecuaciones normales. Esta
modificacion consiste en afiadir pequefias
cantidades positivas a la diagonal de la
matriz de datos X' X, siempre y cuando ésta
se encuentre en forma estandarizada. Por
esta razon X'X esta referida como W'W
(con la notacion de Gunst y Mason, 1980),
0 hien X’X. No obstante, ya que en la
notacion origina de Hoerl y Kennard
(1970) aparece como X'X, asi lo haremos
aqui, degjando claro que debe estar
estandarizada.

Tomando entonces la
estandarizada del modelo

forma

Y=B1 X1 +B2 Xo+---+PBp Xp+e

las ecuaciones de estimacion parael modelo
ridge con p variables explicativas son:

(1+N/K)/[§1+r12§2+---+r1p;|7§p:r1y
2l +(1+ KB+ +13p By =rpy (19)

donde r. es la correlacion simple entre los
predicto?%i yij,yr_eslacorrelacion entre
la iésima variable é&plicativa y lavariable
respuesta. La solucion a (19) es el grupo de
coeficientes de regresion ridge estimados:

Estanotacion de % no seidentificacon los
parametros de componentes principales.
Ponemos el asterisco para diferenciarlos de
los pardmetros obtenidos por MCO.

Como puede verse, € pardmetro
fundamental que distingue la regresion
ridge de la regresén MCO es K,
denominado estimador ridge. Nétese que
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cuando K es cero, los 3 coinciden con los
estimadores de MCO (seria € caso de
ortogonalidad de lamatriz de datos X, como
VEeremos).

Mientras que en MCO los estimadores de
los pardmetros se definen como:

PN p
B =(xX)"XY=YN'gy, (0
=1

sendo ¢= ! XY, €l estimador ridge se
expresatal que

e p
Br=(XX +K1)IXY=F (A +K) eV
R Fhrdien g

donde aparece la suma de la pequefia
constante K, cuyo valor oscilaentreOy 1,
anadida a los elementos de la diagonal de
X'X. Las propiedades de la expresion (21)
aplicadas a la regresion ridge se encuentran
en Marquard y Snee (1975).

El efecto de K en los vectores latentes de
(21) se puede entender de la siguiente
manera: S se suma una pequefia cantidad K
a las raices latentes pequefias, A;, la
influencia de los vectores latentes que
identifican multicolinealidades puede ser
bastante reducida. Si K es suficientemente
pequefio, solo las raices latentes muy
pequefias se ateraran sustancialmente en
(21). Por ejemplo: los vectores latentes
con raices grandes o medianas tendran
aproximagamente la misma influencia en
B que en 3y, yaque para estas raices

byt @

Una de las razones mas importantes que
confirmala utilidad del andlisis ridge es que
eligiendo un K |o suficientemente pequefio,
no solo se reducen los efectos de la
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colinealidad, sino que el estimador ridge
esta préximo a ﬁ que es € verdadero
estimador minimo cuadrético. La razon
tedrica por la que se justifica es:

0<K< *C,’Z -

BB

sin embargo, para que se cumpla (23), K

debe encontrarse en un intervalo que

garantice esta condicion, y esto no se puede

fijar ya que desconocemos los verdaderos

parametros de (23). Cattin (1981) propone

una formula alternativa para K tal que K =

1/F, donde F es e estadistico obtenido por
MCO.

Numerosos autores han tratado de
solucionar este problemay parece ser que el
trazo ridge resulta ser la estrategia de mas
facil manegjo e interpretacion. Consiste en
construir un grafico con €l objeto de
encontrar un valor de K gue proporcione un
grupo de coeficientes con minima varianza
de error y que cumplan la solucion minimo
cuadrética. Los valores de K paralos cuales
los coeficientes se estabilizan son e grupo
de coeficientes deseados. Si las variables
predictoras son ortogonales, entonces los
coeficientes cambiar&n muy poco (serén
muy estables), lo que indica que la solucién
minimo cuadrética de MCO es buena para
el guste. Esdecir, paradiferentes valores de
K enunintervalo de0 a1, sehacen distintas
estimaciones de los parametros %R n Y
paraelamente se construyen graficos de
todo ello. Estos resultados se reflejan como
un trazo ridge (trazo de cresta) en el cual las
estimaciones de los coeficientes para
predictores colineadles cambian muy
répidamente a medida que K va
aumentando desde cero, pudiendo incluso
variar de signo. Los cambios de signo y de
magnitud, que a principio son muy bruscos,
pronto se estabilizan y van variando muy
lentamente. Los estimadores de los

(23)

Psicothema, 1998



EMELINA LOPEZ GONZALEZ

coeficientes de variables no colineales no
cambian tan bruscamente, sino que lo hacen
gradualmente desde el principio, a medida
que K aumenta. Cuando los estimadores de
los coeficientes paralas variables colineales
se estabilizan y empiezan a cambiar
gradualmente de la misma forma que lo
hacen los estimadores de las variables no
colineales, es el momento de seleccionar un
valor de K.

Este tipo de regresion ridge se denomina
como simple, yaque se elige un sdlo K para
todos los predictores. En la regresién ridge
generalizada hay un valor de K para cada
predictor. Parece ser que el error cuadrético
medio tiende a ser menor en la regresion
ridge simple y mayor en la generalizada
(Cattin, 1981).

Un gemplo del andlisis de regresion
ridge se presenta en Lopez (1995b), donde
se explican con detalle algunas salidas de
paquetes estadisticos, resdtando las
ventagjas de la regresion ridge respecto a la
regreséon comin y a procedimiento
stepwise de seleccion de predictores.

Hemos dicho que la eleccién 0 no de esta
regresion depende del valor de los
coeficientes de la verdadera regresion, que
son desconocidos. No obstante, existen dos
métodos de diagnéstico para detectar
colinealidad que se asocian a la regresién
ridge. El primero esta relacionado con €
efecto que tiene la colinealidad sobre los
errores entre los estimadores MCO vy los
verdaderos valores de los coeficientes de
regresion. El segundo método se relaciona
con la inestabilidad que muestran los
estimadores MCO cuando se introducen
pequefios cambios en los datos originales
del andlisis.

El primer método se asocia con lanocion
del FIV (Factor de Incremento de Varianza).
En este sentido, la precision de un
coeficiente estimado por MCO se mide nor
su variacion, que es proporcional a 0% o
varianza del término residua en e modelo
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de regresion. La constante de
proporcionalidad es un Factor de
Incremento de Varianza (FIV), que se
define como el elemento de la diagona de
la matriz de correlaciones. Hay un FIV
correspondiente a cada coeficiente MCO
estlmado El FIV paraB esigua a(1-R 2t
donde R es e cuadrado del coeficiente de
correlacmn muitiple de la regresion de la
iésima variable explicativa sobre €l resto de
los predictores. En lainterpretacion de estos
factores, se puede considerar que para un
FIV superior a 10, la multicolinealidad que
se estd produciendo es ya suficiente como
para causar problemas en la estimacién.

Los FIVs pueden utilizarse también para
obtener la expresion del cuadrado de la
distancia esperada entre los estimadores
MCO vy sus vaores esperados. Esta
distancia es en definitiva, otra medida de la
precision de los estimadores minimo
cuadraticos. Si € cuadrado deladistanciaes
L2, tenemos:

P (24)
L2 =02 Z FIV;

En e caso de que las variables
explicativas sean ortogonales los FIVs son
todos igual a uno, y L? tomara e valor
(po?). De ello se sigue la siguiente razon:;

p p
a2y FIVi > FIVi (29
RL - i=1 — i=1
po? P

expresion que mide € eror de los
estimadores MCO para €l caso en que los
datos originales sean ortogonales, 10 que en
definitiva constituye también un indice de
colinealidad.

Hacemos a continuacion un breve repaso
sobre la extensa literatura acerca de este
andisis. Como muestra, solo la revista
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Technometrics ha dedicado en el espacio de
12 afios, 30 articulos a los conceptos de
‘pardmetros sesgados o parciales, o a la
caracterizacion de la regresion ridge y a la
discusion de su eficacia como una técnica
de aplicacién, entre otras cuestiones.
También son varias las técnicas que se
asocian a este tipo de regresion, como las
expuestas en los articulos de Marquardt
(1970); Mayer y Wilke (1973); Hocking,
Speed y Lynn (1976) y Webster, Gunst y
Mason (1974).

La regresién ridge es una estrategia ya
vigente durante mas de 30 afios, desde €l
primer trabajo de Hoerl (1959) sobre el
andlisis ridge, revisado después por Hoerl
(1985). En este dltimo articulo, Hoerl
manifesta las ‘tremendas ventgjas del
andlisis ridge sobre e resto de los
procedimientos de analisis de superficies de
respuesta cuando hay mas de dos
predictores. Sin embargo se queja de que no
se le ha prestado suficiente atencién y que
quizd e andlisis canbnico, que se fue
desarrollando también a mismo tiempo, ha
cobrado una relevancia  excesiva,
generalizandose a las superficies de
respuesta multidimensionales. Otra de las
razones de este trato desfavorecedor de la
regresion ridge encuentra su raiz en la
confusion creada entre el andlisisridgey la
regresion ridge. El primero se aplicaria,
como hemos dicho, a una situacion de
superficies de respuesta de muchos
predictores, y la regresién ridge seria un
caso concreto del andlisis ridge, donde
aparecen relaciones colineales entre los
predictores.

Por supuesto ha habido también
numerosas criticas a la regresion ridge,
cuestionando su validez, sobre todo en lo
referente a uso abusivo de los disefios por
simulacion utilizados para demostrar su
eficacia. Draper y Van Nostrand (1979); o
bien sobre las bases mismas del
procedimiento ridge como regresion parcial
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0 sesgada: Smith y Campbell (1980); asi
como distintos comentarios  del
procedimiento del trazo ridge: Coniffe y
Stone (1973) y (1975).

Hay también textos mas proximos al
ambito de las Ciencias Humanas que tratan
esta estrategia estadistica: en Draper vy
Smith (1981: 313-349) se trabga este
procedimiento desde un planteamiento
bayesiano, pasando por su forma candnica,
y terminando con una aplicacion bastante
ilustrativa. Gunst y Mason (1980: 340-348)
aplican el ANOVA a esta estrategia de
regresion. Chatterjee y Price (1991; 185y
ss) se detienen en € diagnostico de la
colinealidad apoyado en la regresion ridge.
También los trabajos de Beldey et al.
(1980), Beldey (1991), Weisherg (1985) y
Seber (2977) tienen referencias
interesantes. En Hocking (1976) se sefida
una lista completa de estudios sobre
regresion ridge.

Por dltimo, dentro del campo de la
Psicologia Aplicada apuntamos €l critico
articulo de Darlington (1978) y € trabajo de
Cattin (1981), donde se muestra un estudio
por smulacion que reflga e poder
predictivo delaregresion ridge, asi como un
andlisis comparativo en relacion a tamafio
muestral que debe tener la matriz de datos.
Por otro lado, dado que la teoria que
subyace en la regresién ridge se empez6 a
desarrollar para el caso de efectos fijos
(Hoerl y Kennard, 1970), con € articulo de
Darlington se extiende su estudio a la
situacion de efectos aleatorios, mucho més
comin en € campo de las Ciencias
Humanas.

Las aplicaciones y extensiones de estos
andlisis se han dirigido sobre todo a los
ambitos de Ingenieria Quimica, Fisica
Nuclear y Ciencias Econdmicas. Desde la
esfera de los estudios de la Conducta o la
Investigacion Educativa de nuestro pais no
se tiene gran conocimiento de €llo; hay
alguna aplicacion en el temade seleccion de

Psicothema, 1998



EMELINA LOPEZ GONZALEZ

persona (Darlington, 1978). No hemos
encontrado apenas ningln texto en
castellano que trate estos andisis.
Unicamente en Pefia (1987. 417) se
mencionan, refiriéndose alaregresion ridge
como regresion contraida. No obstante,
debido a que constituye uno de los mejores
tratamientos de la colinealidad, y dado que
nuestro marco de investigacion es
ciertamente delicado desde la naturaleza
misma de nuestras variables, por no entrar
en las relaciones tan particulares y variadas
gue entre ellas se generan, cabe pensar que
la colinealidad en las regresiones de
trabgjos que estudian la conducta o
fendbmenos educativos lamentablemente
resulta ser un problema harto frecuente. Por
ello es clara la necesidad de un estudio
detallado, monogréfico, de la regresion
ridge, como de tantos otros temas
relacionados con e modelo de regresion,
que vayan aproximando estos
procedimientos a nuestros &mbitos, y dejen
de ser andlisis gjenos y desconocidos. El
trabgjo desarrollado en Lépez (1992)
intenta responder a esta inquietud.

Un gemplo

En Lopez (1998), se presenta un caso
donde se localiza un claro problema de
colinealidad entre los predictores del
modelo original, tratando en esa ocasién
distintos  procedimientos para @ su
diagnéstico. Aqui retomamos € mismo
gemplo y corregimos las consecuencias de
las relaciones multicolineal es que aparecen,
utilizando una Regresion de Componentes
Principales (RCP). Se trata de explicar la
variaciéon de la variable «Rendimiento en
Matematicas» (RDMAT) por medio de tres

variables independientes: «Aptitud
Numérica» (APTNUM); «Razonamiento
Logico» (RAZONA) y  «Madurez

Intelectual» (MADINTE), en una muestra
de 76 sujetos. El andlisis se rediza
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facilmente con € programa 4R del paquete
estadistico BMDP. La sdlida que resulta
aparece a continuacion en la Tabla 1.

Tabla 1

Matriz de correlaciones:

APTNUM RAZONA MADINTE RDMAT

APTNUM  1.0000
RAZONA  0.7486 1.0000
MADINTE  0.8168 0.5940 1.0000
RDMAT 0.8530 0.6074 0.8312 1.0000
Eigenvalores:
244344 0.41118 0.14538

Proporcién acumulada varianza total de las variables independientes:

0.81448 0.95154 1.0000
Eigenvectores (*1):
CP1 CP2 CP3

APTNUM 0.6087 -0.1067 - 0.7862
RAZONA 0.5507 0.7701 0.3219
MADINTE 05711 -0.6289 0.5279
Variable dependiente: RDMAT

Suma cuadrados total: 3297.6948

Grados libertad: 75

Media cuadrética: 43.969265

Correlacion entre componentes principales y variable dependiente

- 0.09579

(*2):
0.84983 -0.22770
Coeficientes de regresion de los componentes principales (*3):
Constante: Componentes:
19.16447 3.60499 - 2.35459

- 1.66594

Coeficientes de variables obtenidas en regresion con comp.

principales (*4):
Indice del Suma Valores f
componente cuadrados Model To enter R
entrada residual
CPt 916.07739 192.39 192.39 0.7222
CPry CP2  745.10663 125.04 16.75 0.7741
CPy, CP2
y CPs 714.84570 86.72 3.05 0.7832
Constante:  variables:
APTNUM RAZONA MADINTE
CP 3.2677 0.3125 0.3661 0.3629
CPiyCP2 22127 0.3483 0.0317 0.6239
CPt, CP2
y CP’ 21302 05348 - 00672 04690
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En primer término obtenemos la matriz
de correlaciones que muestra cémo los
predictores iniciales se  encuentran
altamente correlacionados con €l criterio
(RDMAT), lo cual es €ficaz para la
explicacion de esta variable; sin embargo,
tanto la «Aptitud Numérica», como €
«Razonamiento Légico» y la «Madurez
Intel ectual» estan fuertemente relacionados
por medio de combinaciones lineades. El
mismo diagnostico de colinedlidad se ve
reforzado por los eigenvalores préximos a
cero.

Con la salida hemos aobtenido los
célculos necesarios paraconstruir €l modelo
de regresién de componentes principales.
Asi, por giemplo, teniendo en cuenta los
eigenvectores, los componentes quedan
expresados segun las puntuaciones tipicas
de las variables independientes originales y
construyen el modelo (8) (*1):

CP, =0.6087 Z, + 0.5507 Z, + 0.5711 Z,
CP, = -0.1067 Z, + 0.7701 Z, - 0.6289 Z,
CP, =- 0.7862 Z, + 0.3219 Z, + 0.5279 Z,

Las correlaciones de cada componente
con e Rendimiento en Matematicas son

(*2):
ropyy= 0.84983, repyy= —0.22770'y repgy= 0.09579

La salida también aporta los coeficientes
de regresién de los componentes, 1o que
permite construir el modelo RCP (13) (*3):

¥ =19.16447 + 3.60499 CPy; - 2.35459 CPy; - 1.66594 CPy;

Dado que los componentes principales
son  mutuamente  ortogonales,  estos
coeficientes no dependen del orden de
entrada de los componentes en la ecuacion,
lo que no sucede en la regresién comin de
minimos cuadrados ordinarios (MCO). De
esta forma se han definido tres dimensiones
subyacentes en los predictores originales,
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los nuevos componentes, lo que ha supuesto
una rotacion de los €es origindes que
conformaban los predictores a unos nuevos
gjes, ortogonales entre si, y que maximizan
sucesivamente la varianza de la proyeccién
de la nube de puntos sobre ellos.

Los CP, se calculan posteriormente
para cada uno de los sujetos, es decir, €l
programa multiplica los coeficientes de
cada componente por los valores
estandarizados de los predictores para
cada sujeto: proyectando el vector que
representa a cada sujeto sobre los nuevos
gjes, se obtienen las puntuaciones de los
76 sujetos en los componentes
generados.

Por Ultimo, e programa construye una
tabla de resultados con la siguiente
informacién (*4):

— el componente que entra en cada
paso;

— lasuma de cuadrados residua de cada
paso: Y (y; — )’/\i)Z, donde )’/\ es e valor
pronosticado;

— el estadistico F para e modelo de
regresion: media cuadrética de regresion /
media cuadrética residual. Los grados de
libertad en este caso son son p y N-p-1,
donde p es & nuimero de componentes
generados. Esto es €l test de signifcacion de
la ecuacion de regresion (13);

— el valor F de entrada: es e test de
significacién del coeficientes de cada
componente; los grados de libertad para
estosvaloresF son 1y N-p-1;

— lacorrelacién multiple cuadrada;

— la constante y los coeficientes de los
predictores originales correspondientes a
los componentes que entran en cada paso.

Podemos comparar la regresién de
componentes principales (RCP) realizada
con el programa 4R del paguete estadistico
BMDP, donde detallamos los resultados
cuando se han introducido uno, dos o tres
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componentes, y las regresiones que se
obtienen por medio de minimos cuadrados
ordinarios (MCO), por e procedimiento
stepwise de seleccion de predictores, o por
e procedimiento del «meor subgrupo»
(MS), glecutados con los programas 1R, 2R
y 9R respectivamente. Los coeficientes de
regresion, asi como las correlaciones
cuadradas obtenidas en cada modelo, se
muestran en la Tabla 2:

Tabla 2
Congtante  Aptnum ~ Razona  Madinte R

CP, (4R): 32677 0.3125 0.3661 0.3629 0.7222
CP,yCP,(4R): 22127 0.3483 0.0317 0.6239 0.7741
CP, CPy

CP; (4R): 2.1302 05348  -00672  0.4690 0.7832
Stepwise (2R): 212301 049374 - 047233 0.7819
MCO (1R): 213021 053480 -00672 046900 0.7832
APTNUM (9R): 349142  0.80537 - - 0.7275
* APTNUM,

MADINTE (9R): 212301 049373 - 047233 07819
APTNUM,

RAZONA (9R): 348819 08554 - 0.08657 - 0.7297
RAZONA,

MADINTE (9R): 3.38691 - 021472 084%2 07108

S observamos los coeficientes de
regreson y las corrdaciones R?2 de la
regresion RCP cuando ya se han introducido
los tres componentes, resultan ser los mismos
gue en la regresion comun (MCO), pero con
la seguridad de que ahora no se han utilizado
predictores redundantes en la explicacion del
criterio. Del mismo modo, la proporcion de
varianza dd Rendimiento en Mateméticas
explicada por estos oom;z)onenteﬁ (e
coeficiente de determinacion R®) resulta muy
similar alos demés model os de regresion que
no corrigen la colinedidad, MCO o MS, lo
que indica que en la regresién con
componentes principal es no se pierde eficacia
en e poder predictivo de modelo de
regresion; € uso de componentes principales
iguala la explicacion del criterio realizada en
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MCO (78.32%) y lasuperaenen el caso dela
regresion stepwise (78.32% > 78.19%) y dela
regreson por medio del megor subgrupo
(7832% > 7T72.75%, 78.19%, 72.97%,
71.08%).

En la regresién stepwise, de los tres
predictores originales sdlo se ha podido
trabgar con dos. para explicar €
«Rendimiento en Mateméticas» el programa
no permite utilizar la informacion aportada
por e «Razonamiento Logico», dado que
esta variable resulta redundante con €
predictor que ya se encuentra en e modelo,
la «Aptitud numérica». Sin embargo, en la
regresion RCP no se pierde informacion de
ningun predictor a causa de las relaciones
colineadles que presentan, luego las tres
variables explicativas no solo contribuyen a
explicar la variacion del «Rendimiento en
Matematicas», sino que las relaciones que
mantienen entre ellas son aprovechadas
precisamente para este mismo fin.

En la regresién que busca € meor
subgrupo de predictores (MS), se presentan
resultados para la seleccion de una variagble
independiente  (APTNUM), o de los
subgrupos compuestos por las pargas de
predictores. De estos andlisis, € mejor
subgrupo resulta ser la regresion donde
intervienen como predictores la «Aptitud
Numérica» y la «Madurez I ntelectua » (igual
gue sucede con stepwise). Las ventgjas de la
regresion RCP sobre el procedimiento MS
son las mismas que las referidas
anteriormente a la regresion stepwise.

Todas estas cuestiones a las que nos
hemos venido referiendo justifican sobre
manera e uso de la Regresion con
Componentes Principal es cuando se realizan
regresiones con predictores colinedes, y
ademés convierten este andlisis, junto con la
Regresion Ridge, en la estrategia mas
indicada cuando precisamente lo que
interesa es aprovechar las fuertes relaciones
entre los predictores para la explicacion de
un fendmeno.
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