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RESUMEN

En este artfculo se describe un modelo de teorfa de respuesta al ftem no paramétrico —el
modelo de Mokken—, elaboracién probabilfstica de la escala determinista de Guttman. Se
presentan Jos procedimientos para evaluar la escalabilidad y la fiabilidad dentro de este mode-
lo. Para ejemplificar los célculos y la utilidad del modelo para las escalas acumulativas de ac-
titudes, se aplica el método a la construccién de una subescala de Reacciones Infantiles en la
Adopcién. Por dltimo, se realiza un andlisis crftico de las principales ventajas ¢ inconve-
nientes del método.

Palabras Clave: TRI no paramétrica, escala de Mokken, holomorfismo, escalabili-
dad, fiabilidad.

ABSTRACT

Scale analysis: Mokken probabilistic method of dichotomous items responses.- This
paper desuribe a woupalamcuic item response model ~—the Mokken scale—, a stochastic cla-
boration of the deterministic Guttman scale. The methods for estimating the reliability and
the scalability within this model are presented. In order to illustrate the computation proce-
dures and the utility of Mokken model for accumulative attitude scaling, the method is ap-
plied to the construction of the subescale of Children Reactions to Adoption. Finally, recom-
mendation are given concerning the use of these methods.

Key Words: Nonparametric TRI, Mokken scaling, holomorphism, escalability, re-
liability.

INTRODUCCION

La medicién por medio de indicadores
es frecuente en las ciencias sociales en'gene-
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ral, para obtener medidas de constructos
subyacentes o no observables. Pueden adop-
tarse diversas aproximaciones, siendo una de
cllas la denominada por Torgerson (1958)
escalamiento basado en la respuesta, consis-
tente en la medicién conjunta de individuos
x estimulos. Esta aproximacion es especial-
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mente til en aquellos casos en los que por
ausencia de criterios empiricos para la vali-
dacién, deben buscarse las relaciones entre
indicadores o ftems por medio de algin mo-
delo matematico.

En esta linca y diferencidndose por el
tipo de modelo propuesto, se han dado varios
enfoques al tratamiento de los items dicots-
micos, de las que dos han tenido gran rele-
vancia en las aplicaciones: a) El modelo de-
terminista de Guttman (1947, 1950a,
1950b), conocido como modelo de escala
perfecta, o andlisis de escalograma, que tuvo
un gran impacto, asi como una gran difusién
y popularidad en su momento, como revelan
la gran cantidad de estudios y variaciones
sohre el modelo, tal como puede apreciarse
en los textos sobre escalamiento. (Edwards,
1957; Torgerson, 1958; Sagi, 1959; Van der
Ven, 1980). by El modelo logistico de Rasch
(Rasch, 1960, 1966), modelo paramétrico de
naturaleza probabilistica, que supuso una au-

téntica revolucion en la medida de las dife-

rencias individuales, en el que el concepto
bésico lo constituyen las denominadas
«curvas caracteristicas del ftem»; basadas en
la distribucion logistica. En este modelo se
supone que las respuestas observadas se ob-
tienen mediante probabilidades determinadas
por un paridmetro latente del sujeto () y un
parimetro del item (B). Se caracteriza por la
separabilidad de los pardmetros del sujeto y
del ftem, y ello es debido a que se opera con

estadisticos suficientes. Bajo este modelo .
los estimadores de los pardmetros son efi-

cientes e independientes de la distribucién
particular de la poblacién de la que se han ex-
traido los datos.

.. Mucho menos conocido que los ante-
riores es el Modelo de Mokken (Mokken
1971; Mokken y Lewis, 1982; Mokken y
Sytsma, 1986), que es una elaboracién es-
tocdstica de la escala de Guttman y que
Ppuede considerarse componente de la familia
de modelos de la Teoria de Respuesta al
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item, pero sin las restricciones paramétricas
de los modelos conocidos, como el de
Rasch. A pesar de algunas criticas recientes
sobre las propiedades de escala de este mo-
delo (Jansen et al., 1984; Roskam et al.,
1986), su utilidad como modelo de medida
se ha puesto de relieve en miiltiples aplica-
ciones especialmente en las 4reas de la Psi-
cologia Social y Politica (Mokken, 1969;

1971; Gillespie et al., 1987) y en la Psico-

logia Evolutiva (Kingma, 1984; Kingma v

Reuvekamp, 1984), terreno este wltimo

donde se muestran como una alternativa im-
portante a las escalas de Guttman tradicio-
nalmente usadas. En el presente trabajo se
ha realizado una aplicacién concreta de di-
cho modelo a la elaboracién dc una Escala
Acumulativa de «Reacciones Infantiles en
la Adopcién». Dada su escasa difusi6n entre
los investigadores espafioles, y en general
fuera del contexto europeo, consideramos
importante hacer una introduccién del mo-
deloy sus propiedades antes de presentar su
aplicacion.

EL-MODELO
PROBABILISTICO DE MOKKEN

1. Las escalas acumulativas

En numecrosas situaciones de investi-
gacion, los sujetos responden a ftems pun-
tuables dicot6micamente. Por ejemplo,
imaginemos el conjunto.de disposiciones
que pueden tener los sujetos con relacién a
un determinado partido politico: 1. Votar a
dicho partido politico; 2. Ser militante de
dicho partido; 3. Trabajar activamente en el
partido. ,
Sobre la base de la escala anterior,
pueden distinguirse cuatro tipos de perso-
nas: a. Los que no votan al partido politico.
b. Los que simplemente votan al partido. c.
Los que son militantes del partido. d. Los
que trabajan activamente.¢n cl partido..
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Podriamos hacer una representacién gra-
fica de personas e ftems en un continuo unidi-

mensional, definido como participacién en el
partido politico, como la de la Figura 1:

1 L ]

a 1 b

Para llegar a este tipo de representacion
es preciso poder establecer relaciones de do-
minancia entre los items y sujetos, enten-
diendo que si un sujeto «domina» cierto
item, domina también todos los de rango
inferior, y si un sujeto «no domina» cierto
ftem no dominari los de rango superior a
éste. Una escala de este tipo debe ser unidi-
mensional ya que los items se ordenan con
relacién a un tnico concepto subyacente.
Cuando se trata de aplicar el modelo de la
escala perfecta de Guttman a datos empiri-
cos de este tipo, sus rasgos deterministas
llevan a imperfecciones, ya que escalas €
ftems perfectos raramente existen en la préic-
tica y el problema fundamental de la escala
es que supone la no existencia de error de
medida. En la literatura psicométrica se han
desarrollado diferentes técnicas para llevar a
la préctica este modelo. En general, todas
ellas consisten en diferentes operacionaliza-
ciones del concepto de reproductividad (Loe-
vinger, 1948; Goodenough, 1944; Gutt-
man, 1950a, 1950b; Green, 1956;
Moscovici y Durain, 1956), siendo éste una
media del grado en que las respuestas a los
items se pueden reproducir a partir de la
puntuacién total. No obstante esta medida
de error es vaga e imprecisa. En general, en
todas las aplicaciones del escalograma de
Guttman subyace una pregunta: pueden de-
berse los bajos valores del indice de repro-
ductividad a que los items est4n lejos de ser
perfectos o a que el modelo determinista es
poco realista? En general las respuestas apo-
yan esta segunda hipotesis y el modelo de
Mokken es una elaboracién estocdstica entre
los indicadores y el constructo subyacente y
contempla en el indice de reproductivas o
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escalabilidad, efectos de respuestas debidas

al azar.

2. Conceptos fundamentales del mode-
lo de Mokken

Mokken formulé un modelo de dos pa-
rdmetros que es una generalizacién del mo-
delo de Guttman, con fuertes influencias de
los modelos de estructura latente (Lazarsfeld
y Hemy, 1968) y del rasgo latente (Rasch,
1960, 1966). Antes de exponer este modelo
presentamos los conceptos bésicos funda-
mentales para su mejor comprension.

2.1. Items monétonos y Curva Carac-
teristica del Item

Si un conjunto de sujetos contesta a
una seleccidn de ftems, entonces cada sujeto
se mide en cada item en términos del con-
cepto que se pretende medir y sus respuestas
son el resultado de esta comparacién. El
contenido del ftem determina el comporta-
miento de la respuesta, que puede clasificar-
se parcialmente en dos tipos, definidos nor-
malmente como €éxito o fracaso.

La variable o constructo latente que se
pretende medir y que se supone genera la
respuesta positiva de los sujetos a los ftems
se representa en el eje horizontal. Imagine-
mos ¢l ejemplo anterior en el que la varia-
ble latente es el «grado de implicaci6n de un
sujeto con un partido politico», que desco-
nocemos. Un supuesto razonable es que
cada sujeto que responde a un item tiene
cierta cantidad de actitud latente, es decir,
que cada individuo encuestado tiene una
puntuacién que puede situarse en algin
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punto de la escala de actitud. Esta cantidad
de actitud se denota 6. En cada nivel de acti-
tud & habra cierta probabilidad de responder
positivamente al item, que representamos
P(6). Por tanto, para cada sujeto s compara
su posicion sobre este continuo con el con-
tenido del item. Asi, supongamos, en este
ejemplo, todos los posibles «grados de par-
ticipacion» de los sujetos distribuidos sobre
este eje. Un sujeto con un determinado
grado o cantidad de atributo dari una res-
puesta positiva con una probabilidad que de-
pende del grado en que posee este atributo.
Si para todos los sujetos conociésemos el
grado en que posee el atributo y sus res-
puestas al item, podrfamos representar la
probabilidad de respuesta positiva, como
una funci6n de la variable subyacente o atri-
buto y representarla graficamente mediante
la denominada traza del ftem (Lazarsfeld,
1959) o curva caracteristica del item (Lord y
Novick, 1968). .

Items monétonos son aquellos tales
que, para dos niveles de atributo 6; < 6, en-
tonces P(8;) < P(6). La curva caracteristica
divide ¢l continuo subyacente en dos inter-

Probabilidad

valos, el que contiene la cantidad de atributo
que requiere el item y el que no. Cuando
existe una cotrespondencia uno-uno entre
las dos alternativas y los dos intervalos en
los que el item divide el continuo de interés
nos encontramos ante el comportamiento
caracteristico de la Escala Perfecta de Gutt-
man. Un item perfecto se caracterizard por
una caracteristica como la curva (a) de la fi-
gura 2. con probabilidades dinicamente de 0
6 1. En ella, solamente contestarian afirma-
tivamente los sujetos que poseen el atributo
en un nivel fijado. La curva caracteristica
(b) de la figura 2, representa la probabilidad
de que un sujeto conteste afirmativamente a
medida que lo hiciese el grado de afinidad de
los sujetos con los principios del partido, es
decir, serd mds probable que vote asi un su-
jeto con un alto grado de afinidad, que otro
con un menor grado.

Aplicando métodos de construccion de
escalas al conjunto de los tres items del
ejemplo, podriamos ordenar items y sujetos
en el mismo continuo unidimensional:
grado de afinidad con el partido. Como se ha
dicho anteriormente, el conjunto de los tres
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Nivel de atributo
(en escala arbitraria)

Figura 2.- Ejemplos de CCI de un modelo determinista (a) y de otro probabilistico (b).

202

Psicothema, 1991




ANALISIS DE ESCALAS ACUMULATIVAS: MODELO PROBABILISTICO DE MOKKEN PARA ITEMS DICOTOMICOS

Probabilidad
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Figura 3.- Representacién grifica de las CCI de tres ftems bajo el modelo de la escala perfecta.

items debe formar una escala acumulativa,  se presenta la representacién gréfica de las
de tal modo que si un sujeto contesta afir-  curvas caracteristicas de los tres ftems segin
mativamente al ftem 2, deberia hacerlo tam- el modelo de la escala perfecta.

bién con el ftem 1 y si contesta positiva- En la tabla 1 se muestran los distintos
mente al item 3, deberfa contestar en este  patrones de respuesta posibles al conjunto
sentido a los dos anteriores. En la figura 3 de los tres ftems.

items
Modelos de Puntuacién en
respuesta 1 2 3 la escala
1+ 1 1 1 3
2+ 1 1 0 2
1 0 1 2
4 0 1 1 2
0 1 0 1
6+ 1 0 0 1
7 0 0 1 1
8+ 0 0 0 0

(Los patrones de respuesta adecuados a la escala perfecta son los marcados con +).

Tabla 1.- Modelos de respuesta para 3 items dicotémicos 23=8)
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Los patrones de respuesta de escala
perfecta, raramente se encuentran en la prac-
tica, ya que en gencral habra sujetos con
altos valores del atributo que pueden dar res-
puestas negativas y viceversa. Por lo tanto,
seran mds realistas modelos con items sim-
plemente moné6tonos como el de la curva b
de la figura 2.

2.2. El holomorfismo de los items

El modelo de Mokken trata la aptitud,
actitud o cualquier otro constructo © con-
ducta de interés como un rasgo latente
unico sobre el que puede representarse la

posicion de la persona mediante un parime-

tro (6) y la posicién de¢ un items por cl pa-
rdmetro 8. Dado un conjunto razonable de
items unidimensionales (que miden el atri-
buto latente), el pardmetro 8 de la persona
puede estimarse por el nimero de items a
los que una persona responde positivamente
y el pardmetro del ftem & por la proporcién
de personas que responden po‘siiivamente al
item. Es por lo tanto un modelo de dos pa-
rdmetros, referidos el primero como la pun-
tuacién de la persona en la escala y el se-
gundo, como dificultad del item. Los items
que se ajustan al modelo de Mokken deben
cumplir el supuesto del holomorfismo o de
la doble monotonia.

Se ha visto anteriormente que la curva
caracteristica del item describe la relacién
enire la probabilidad de una respuesta correcta
aun iftem y la escala de aptitud. El modelo de
Mokken especifica la relacién entre la proba-
bilidad de una respuesta correcta a un ftem y
la escala de aptitud. El modelo de Mokken
especifica la relacién entre la respuesta al
ftem x; y la aptitud latente en términos de
una curva caracteristica del item, denotada
por P(x; | 65), que representa la probabilidad de
una respuesta positiva al item i dado que el

supuesto se encuentra en la posicién j sobre .

cl rasgo latente. A diferencia de los modelos
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“de 1a Teorfa de la respuesta al ftem que espe-
cifican la forma funcional de la relacién, el
modelo de Mokken no la especifica, de ahf su
nombre de modelo de respuesta al item'no pa-
ramétrico. La tnica restriccién establecida
por el modelo de Mokken es el supuesto de la
doble monotonia, que le lleva a la définicion
de Curva Caracteristica del Item Holomorfa,

“por las siguientes propiedades: Sea un con-
junto de items dicotémicos y la funcién ¢,
que depende de 8 —pardmetro unidimensio-
nal del sujeto— y de §, —pardmetro unidi-
mensional del ftem y siendo denotada dicha
funcién por 7(8,6), la CCI Holomérfica

tiene las siguientes propiedades:

1. x=; (0,8) es mondtonamente homo-
génea (Mokken y Lewis, 1982). Esta pro-
piedad implica que para cualquier ftem de la
escala de Mokken, la probabilidad de una
respuesta positiva aumenta con incrementos
de la aptitud 6, o mas formalmente: para
dos sujetos cualesquiera i y j, tales que 6; <
8;, la probabilidad de una respuesta positiva
a cualquier item de la escala es menor para
la persona i.

2. Si < 51 el T (G, 81) > T (9, 81) Es-
te requisito expresa que para cualquier valor
del rasgo latente 6, la probabilidad de una
respuesta positiva decrece con la dificultad
del ftem. Esto significa que ¢l orden de las
dificultades de ftem permanece invariante
sobre los valores de 6 o dicho de otra
forma, que las curvas caracteristicas de item
no intersectan.

Los dos requisitos anteriores estable-
cen el principio de la doble monotonia, su-
puesto bisico del modelo de Mokken (Mok-
ken, 1971; Mokken y Lewis, 1982). Las
curvas caracteristicas del item que satisfacen
este principio se denominan Curvas Holo-
morfas, en denominacién de Rasch (1960).
Un conjunto de items cuyas C.C.I. son ho-
lomorfas se denomina holomorfo y aquellos
ftemns que violen la doble monotonfa deben
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climinarse del conjunto que se pretende
constituya una escala.

PRUEBAS DEL MODELO DE MOKKEN

1. Homogeneidad monétona del con-
Jjunto de items

Para probar el requisito de homogenei-
dad monétona, Mokken desarrollé tres coe-
ficientes relacionados de escalabilidad, todos
ellos basados-en los momentos marginales
de pares de items o en general, en el su-
puesto de la independencia marginal. El pri-
mero de ellos, Hjj mide el grado de homo-
geneidad o de asociaci6n entre cada par de
items. El segundo, Hj mide la homogenei-
dad de un item particular con respecto al
conjunto de los restantes ftems y se obtiene
sumando los de los pares de ftems relevan-
tes. El tercero, H, mide la homogeneidad de
1a escala como-un todo, sumando los coefi-
cientes de los ftems individuales. La base de
todos estos coeficientes se encuentra en la
tabulacién cruzada de todos los pares de
ftems, que permite determinar el grado de
asociacidn entre dos ftems cualesquiera, ya
planteada en el concepto de escalabilidad de

Loevinger (1948). Consideremos un sujeto
con un valor 6 en el rasgo latente y que res-
ponde a un item particular.

Designamos por x; la respuesta al item
particular y por P(x; = 1|6) = x; (0), la pro-
babilidad de que una persona con dicho
nivel de rasgo de una respuesta positiva al
item i. Bajo el supuesto de una poblacién
de N sujetos, consideramos que N; es el nd-
mero de sujetos de la misma que responden
positivamente al ftem i.

Entonces:

N
me W

Tomamos la convencién de que la nu-
meracién de los ftems estd de acuerdo con
su dificultad decreciente, por tanto, para dos
items cualesquiera i y J:

i<j=§>§=>m<m;0j1,2,...,k

Supongamos que se tiene una muestra
de k ftems de una poblacién de items o uni-
verso de contenido y una poblacién de suje-
tos que responde a estos items. Designamos
dos de los items como i (fila) y j (colum-
na), La tabla 2 representa las probabilidades
de respuesta a dicho par de items.

Respuesta al item j

Respuestas al ftem i

1.
1 Ty (1,1)
70‘ 5 (0,1)
Total columna ;

0 Total fila
T (1,0) T
5 (0,0) 1-m)
a-m) 1

Tabla 2. Probabilidades de respuesta de N sujetos a los ftems i y j.

Mokken (1971) tomé como punto de
partida par las definiciones de la escalabili-
dad el clésico coeficiente debido a Loevinger
(1948), para la reproductividad en el modelo
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de Guttman. Bajo este modelo, esperarfa-
mos que la casilla superior derecha o
«casilla error» deberia estar vacfa, es decir:

nij (1,0) =0.
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~ Bajo la hipétesis de independencia es-
tadistica, anticipariamos para i <j, que la
proporcién de dicha casilla serfa igual al
producto de las posibilidades marginales.
Los tres coeficientes de escala pueden defi-
nirse en término de los pardmetros mani-
fiestos y de las probabilidades de la casilla
del error 7;; (1,0) (donde i < J)- Dada la or-
denacion de los ftems de acuerdo a sus valo-
res J;, las probabilidades de la casilla error,
7(®);j pueden definirse como:

9= (1,0)=m; -3 (1,1) (parai < j) Q@
wi; = W (0,1)=m; -7;5 (1,1) (parai> j) 3)

De la misma forma, las probabilidades
esperadas de la casilla error, ©);;, bajo la
hipétesis nula de independencia estadfstica
son:

- m; (1 -"nj) (parai<j) @
5= (1 -mym; (parai> j) )

El indice de homogeneidad de dos
ftems iy j. Hyj, mide la diferencia propor-
cional entre la probabilidad de error esperada
bajo la hipétesis nula de la independencia
marginal y la probabilidad real de la casilla

error, es decir:

Ey-E E L
Hy=—2>"—==1-= (parai<j) ©6)
ij Ey = J
o en términos de probabilidades:
0 @
H; = T D

©
5

y teniendo en cuenta que:
T - TCij (130) = nij (171) (8)
Hjj puede escribirse mediante:
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7 (1,0)
BT
y haciendo las sustituciones oportunas, Hj;
se convierte en:

_m (LD - mm
Toma-m

j =

®

Cuando los dos items son independien-
tes, Hy;, serd cero y cuando la casilla error
estd vacia, alcanzari el valor de uno. La
agregacion de estas probabilidades de error
observadas, para todos los pares de items
del conjunto de k, se define como:

1ok
E=Y 3 m 10)

i=1 j=i+l

La agregacion de las probabilidades de
error bajo la hipétesis nula de independencia
marginal, para el conjunto de & ftems se de-
fine como:

k-1

E=3 i PR a1

is1j=1+1

Con esta dos agregaciones de probabi-
lidades, (10) y (11), puede definirse el coefi-
ciente de homogeneidad global de la escala,

H, como en (6), haciendo las sustituciones
para el caso agregado:

1k g T E e
Y oOXm -y X
l_I=i=1j=1+1 i=1j=1+1
k-1 k © (12)
2w
i=lj=1+1
y teniendo en cuenta (8):
k-1 k
Y Yml -mm
H= l=kl_J1= 1 +k1 (13)
Y md-m) .
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H sera cero cuando todos los items sean
mutuamente independientes y alcanzari el
valor méximo de 1 cuando todas las casillas
error de las distintas tablas 2 x 2 estén va-
cfas. Dentro de la misma linea Mokken
(Mokken, 1971; Mokken y Lewis, 1982),
también propone el coeficiente de homoge-
neidad del item i, H;, que puede demostrarse
es andlogo a la correlaci6n ftem-total de la
Teoria Clésica de los Test. (Sytsma y Mo-
lenaar, 1987). Agregando las probabilidades
de error observadas para el item i, obtendria-
mos E; y haciendo lo mismo para las dadas
bajo la hipétesis de independencia, las co-
rrespondientes E,;. Del mismo modo que
en (6) se puede definir el coeficiente de ho-
mogeneidad del {tem H;, por

H;:F"i-Ei-l-l-E

y teniendo en cuenta (8):

Z i (1L,1)-mm
H= " . (15)
Ym-m) + Y m-m)
=1

1
j=i+ 1

)

2. Estimadores muestrales de los coe-
ficientes

Sea n una muestra de sujetos extraida
aleatoriamente de la poblacién de tamafio -
N, que responde al conjunto de k ftems. En
la tabla 3 se presentan las respuestas de los
sujetos a un par de {tems cualesquiera iy j.

Los estimadores muestrales de las pro-
babilidades error se definen, teniendo en
cuenta la tabulacién de la tabla 3, como

Eu Ey
© 0y
que equivale a: Py’ =P (1,0) (parai < j) (16)
kK g . siendo n;;(© la frecuencia de la casilla error,
> 0. 0 j
s B i=a ! ny; (1,0)
=41 - ~ (paraizj) (14) ©
©0) © Ij . .
>om pi<j>=nl_1>ij (0,1) (parai > j) an
Respuesta al item j
Respuestas al ftem i 1 0 Total fila
1 n;; (1,1) ny; (1,0) n
0 n;; (0,1) n;; (0,0) (n-ny
Total columna n; (n-nm) n
Tabla 3. Dismibucién de frecuencias de respucstas a lus flems iy j do n sujotos
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Las probabilidades error esperadas bajo
1a hipétesis de independencia marginal se
definen como:

@ 0§
Py =—I’1—Pi 1-D) (parai < j) (18)

pY ) (1-P) P (parai > j
R LA n o Q9

Las diferentes estimaciones pueden ob-
tenerse facilmente de la tabulacién cruzada

de las respuestas a cada par de items. Si la.

frecuencia observada en la celda de error es
menor o igual que la frecuencia esperada
bajo la hipétesis nula de respuesta aleatoria,
existirfa una correlacién positiva entre los
items. Teniendo en-cuenta lo anterior, el in-
dice Hjjes un estimador del indice de homo-
geneidad del par, que mide la diferencia pro-
porcional entre la frecuencia esperada bajo
la hipétesis de independencia de la casilla
error y la frecuencia real de la casilla y en
términos de frecuencias absolutas viene
dado por:

—~ () _pnlo)

H; -_-“_2(_::_‘1_ (20)

nij

y en términos de frecuencias relativas o pro-
porciones:

o~ Py (L1) - PP

TR -P) @h

Cuando los items son independientes,
este indice seri cero; cuando la casilla error
estd vacia, serd igual a la unidad. La estima-
cién del coeficiente de homogeneidad del
item, Hi viene dada por la ecuacién

=FL Tl 22)
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y en términos de proporciones

k
N 2 P;(1,1)-P; Pj
H=—7 = ' 23
z Pl - P+ Z P, (1-B)
i-1

=1+1

(=)

La estimacién del coeficiente-de homo-
geneidad de la escala, H, se obtiene median-
te la siguiente ecuacion::

k-1 k- k-1 k -

> Y n?-3 3 o ~

=l j=i+l i=1j=i+1 (24)
k-1 k
DIRDVEE

i=1j=itl

H=

y en términos de proporciones:

K1k
N Y Y Py(L1) -PP
R El =i (25)

-1k
Yoy ®@-Py)

i=1j=i+1

3. Contrastes acerca del coeficiente de
escalabilidad (H).

Mokken (1971) desarroll$ la teorfa
muestral para el estimador del coeficiente de
escalabilidad,jj que proporciona las bases
para llevar a cabo el contraste de la hipdte-

sis de aleatoriedad en el patrén de respues-
tas, es decir, la hipétesis de aleatoriedad en
el patrén de respuestas, es decir, la hipote-
sis nula de que el coeficiente de escalabili-
dad H es igual a cero. La prueba de hipéte-

-sis propuesta enfrenta las dos siguientes:

Hyp:H=0 H;:H>0

La hipétesis alternativa, Hy, se plantea
tinicamente de forma unilateral ya que 0 <
H<1

Para la realizacién de dicho contraste
se considera el estadfstico A¥, delta star, de-
finido como
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At _ (n _ <1,11/2 A (26)

que tiende, para muestras grandes, a la dis-
tribucién N(0,1) (Mokken, 1971, p. 163) y
donde:

1k
A= Zl j=i2+1 Aj @27
siendo Aji:
| Ajj = (pij - Pi Py (28)
con varianza:

o =p; (1-p) pj(1-pp 29

y siendo oy la desviacion tipica de A, que
viene dada por la siguiente expresion;

Tkel &
=3 X o (30)
i=j+1 .

i=1

Facilmente puede comprobarse que:

Un planteamiento alternativo de 1a hi-
potesis nula serd, por tanto:

Hp: E(A®) = 0

Para llevar a cabo dicho contraste basta
con sustituir en (26) los valores de’'las ex-
presiones correspondientes, que pueden ob-
tenerse ficilmente a partir de los estimado-
res calculados a partir de las frecuencias de
la tabla 3. La decisién de mantener la hip6-
tesis nula viene dada por la regla:

A*<zZjo*

asf como la de su rechazo en favor de la hi-
pétesis altemativa (H> 0): A* >z, *

Psicothema, 1991

Para evitar el riesgo de capitalizacién
del azar, se recomienda corregir el nivel de
significacién general a impuesto por el in-
vestigador, tomando a*: -

* o

Tk k- 1)

donde a es el nivel de significacién global
para el conjunto de ftems, (es decir, alguno
de los habituales valores 0,05, 0.01, etc).
El test de la hipétesis nula es el primer
paso para evaluar la escalabilidad de una
muestra de ftems; no obstante, es conve-
niente evaluar también los items individual-
mente. ‘

4.Contraste acerca de los coeficientes H;

La evaluacion de las propiedades de es-
calabilidad de cada uno de los ftems puede
llevarse a cabo mediante tests andlogos al
anterior para los k coeficientes de homoge-
neidad H;. Mediante este contraste se pone a
prueba la hipétesis nula:

Hp:H; = 0
frente a la hipétesis alterativa:
Hl H Hi >0

El estadistico de contraste se defiﬁe
como:
»
A=l 17N ‘
. Gi, k-1 ’ G
y tiende, para muestras grandes, a la distri-
bucién N(0,1) (Mokken, 1971, p. 163) y
donde ¢ ‘
A= 2 Aij
j=1 32)
: ) ,
siendo Aj; igual que en (28). La 02y
viene dada por la siguiente expresion:
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olki= 3, o (33)

i=1
G=0

Para llevar a cabo dicho contraste basta
con sustituir en (31) los valores de las ex-
presiones correspondientes, que pueden ob-
tenerse ficilmente a partir los estimadores
obtenidos de las frecuencias de la tabia 3.
La decisién de mantener la hipétesis nula
viene dada por la regla:

A*<zy4,

asi como la de su rechazo en favor de
la hipétesis alternativa (H > 0):

A% 2214

La aplicacion de este contraste 4 cada
uno de los items es una condicién previa
para determinar la escalabilidad de los
items, pero ademds es conveniente imponer
requisitos adicionales sobre los valores de
los coeficientes H; de modo que la hip6tesis
nula verse sobre valores superiores a un
valor cada ¢, mayor que 0, es decir

H;2¢c>0 =H=c¢

El imponer requisitos mas fuertes
sobre ¢ es especialmente importante al
construir escalas de Mokken en 4dreas poco
estudiadas (Kingma y Ten Vergert, 1985).
El propio Mokken sugiere una clasificacién
de la adecuacion de las escalas basada en los
siguientes valores orientativos:

.50 < H escala fuerte
.40 < H < .50 escala media
.30 < H < .40 escala débil

Estos criterios, el de la escala como un
todo y el de los ftems individuales, permi-

ten al investigador juzgar si un conjunto de
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ftems constituyen una escala Mokken y que
items deben ser eliminados. En la prictica,
cuando un ftem no cumple estos criterios es
eliminado de la escala. A continuacién se
calculan de nuevo los valores de los tres co-
eficientes, aplicando los sucesivos contras-
tes, hasta que se logre una escala suficiente-
mente fuerte. Mokken (1971, pp. 196-7)
establece un procedimiento para fijar el
nivel de significacién o* de estos contrastes
sucesivos.

5. Monotonia de las dificultades de
los items

Las estimaciones de los coeficientes de
escalabilidad se usan para probar la homo-
geneidad mondtona de los items. Esta es
una condici6én necesaria, pero no suficiente,
ya que el modelo debe cumnplir la doble ino-
notonia. El test de monoton{a de las dificul-
tades de los ftems proporciona junto con el
anterior una condicién suficiente para la
doble monotonfa. La prueba de monotonia
de las dificultades de los ftems supone una
inspeccién de dos matrices P y Py, que con-
tienen las probabilidades de dos dos respues-
tas positivas y de respuestas negativas, res-
pectivamente, para todos los pares posibles
de ftems. Este test estd basado en otro su-
puesto del modelo de Mokken, ¢l supucsto
de la independencia estocdstica local de las
respuestas a los ftems, fijado el valor para-
métrico del sujeto; es decir, las respuestas
de los items son condicionalmente indepen-
dientes, dado el valor 8, de modo que la pro-

_ babilidad condicional de las respuestas con-

juntas para personas con el mismo valor 6
es igunal al producto de las probabilidades
marginales de estas respuestas. Se analizan
las probabilidades no condicionales observa-
bles de cada par de items en las matrices P
y Pg. Puesto que se asume la independencia
local dado 6, las probabilidades condiciona-
les no observables implican las probabilida-
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des no condicionales observables (Mokken,
1971).

Sea IT = (v (1,1)) una matriz simétri-
ca P de orden k de probabilidades manifies-
tas 7y, sin especificar los elementos diago-
nales. Asumimos que las filas y las co-
lumnas se numeran de acuerdo a la ordena-
cién de niveles de dificultad creciente de los
ftems, es decir i <j , m; > mj, §; < §;.
Asi, las filas y las columnas estdn ordena-
das respectivamente de izquierda a derecha.y
de arriba a abajo, segtn los niveles crecien-
tes de la dificultad del item. Para cumplir
parcialmente el requisito de la monotonia
en las dificultades del item, los elementos
de la fila i-ésima disminuirdn mondtona-
mente con el indice de 1a columna jy a
causa de la simetria de la matriz, el mismo
patrén se mantendrd para las columnas.
Dicho en otros términos, la probabilidad de
un par de respuestas positivas disminuird en
1a matriz P de izquierda a derecha en cada
fila y de arriba a abajo en cada columna.
Algo similar debe observarse para la proba-
bilidad de todos los pares posibles de res-
puestas negativas para concluir que los
ftems seleccionados cumplen el requisito de
monotonia en las dificultades de los items.

Sean M = (r;; (0,0)) una matriz si-
métrica Py de probabilidades manifiestas,
donde P = m;; (0,0) es la probabilidad de un
par de respuestas negativas. En esta matriz,
las filas y columnas se ordenan respectiva-
mente de izquierda a derecha y de arriba a
abajo segun los niveles crecientes de difi-
cultad. Los clementos de la fila i-ésima cre-
cen monéGtonamente con el indice creciente
de fila. En otras palabras, la probabilidad de
un par de respuestas negativas decrecera en
1a matriz de izquierda a derecha en cada fila
y de arriba a abajo en cada columna. Para
amplias muestras, los criterios de monoto-
nfa en las dificultades del item pueden pro-
barse calculando los estimadores mues-
trales:

Psicothema, 1991

Obtenemos las matrices:

P = (py (1,1))
PO = (p;(0,0))

donde, teniendo en cuenta la tabla 3:

Py (1,1) = i‘ig—l—)

nj; 0,0
P; (0,0) = —J;—)

No se ha propuesto estadisticos de
contraste especificos par la prueba de este
supuesto. Mokken (1971) establece un teo-
rema que justifica el examen tinicamente de
las probabilidades anteriores. Normalmente,
en la préctica, se observa la matriz de dichas
probabilidades. Algunos autores proponen
la aplicacién de un test de rachas (Kingsma
y Taerum, 1988) para probar la significa-
cién estadistica de las desviaciones del pa-
trén esperado en las matrices P y Py. Un
subconjunto de ftems se considera tipo es-
cala de Mokken cuando éstos cumplen el
criterio de doble monotonia, es decir, los
datos estdn de acuerdo con los supuestos de
homogeneidad monétona y de monotonia
en las dificultades del item. Si los test no
son satisfactorios, no podemos ordenar
ftems y personas sobre el rasgo latente.

FIABILIDAD DE LA
ESCALA DE MOKKEN

La aproximacién de Mokken a la esti-
macién de la fiabilidad evita el supuesto de
la equivalencia de los items normalmente
empleado en la teoria clasica de los tests,
aunque adopta como punto departida la
misma definicién teérica. El supuesto de la
doble monotonia permite un método de es-
timacién del coeficiente de fiabilidad pyex
que no se basa en la replicacién ni en la
consistencia interna. En la matriz P, los .
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elementos no diagonales contienen las pro-
babilidades de respuestas positivas a cada
par de items. si pudiésemos estimar los va-
lores de la diagonal de esta matriz P, ten-
drfamos una aproximacién para todos los
items de su probabilidad de una respuesta
positiva sobre dos ocasiones diferentes.
Esta probabilidad se denota por mj. La
aproximacion, similar al método test-retest,
requerirfa supuestos adicionales y propone
la fiabilidad definida como la correlacién
que existe entre las distribuciones de res-
puestas correspondientes a pares de ftems
equivalentes o paralelos. No obstante, debi-
do a consideraciones tedricas y précticas es
imposible construir tales pares de items
(Mokken, 1971, p. 144). Mokken obticne
un coeficiente de fiabilidad aproximado para
conjuntos de items holomorfos. Para ello,
tras ordenar el conjunto de ftems segun su
dificultad, 8; <&; (i,j: 1, ... , k), se tiene:

/1; <Ai<® Yy 1Cii<1tjj
=

ademds, mediante un teorema Mokken
(1971, pp. 132), establece las cotas:

i, i1, <Ti <T, i+ 1

Aunque T no es estimable, las ante-
riores cotas permiten obtener sus valores
mediante métodos aproximados, a partir de
Ia matriz P = (p(1,1)).

Mokken ofrece dos aproximaciones
para estos estimadores, denotados por 7, la
de extrapolacion y la de interpolacion.

Mediante el primer procedimiento, se
selecciona aquel de los dos valores P ;.1 o
P;i;+1 para el que | P; - P; | sea menor,
siendoj=i-1loj=1i+ 1 Supongamos
que sea este valor P;;,1 y asumiendo que
las respuestas se comportan de una forma
aproximada a la independencia estadistica,
podemos establecer la siguiente aproxxma-
cién:
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TPiPiyi Pia

despejando 7; en la expresién anterior:

CoFLLE 34)
Pi.1

donde los elementos de la expresién se co-
rresponden con valores de la matriz P. Este
procedimiento de estimacién de la fiabilidad
de los items es vélido para el conjunto i =
, k-1. Para los items 1 y &, debido a
la ausencia de i-1 y de'i+1, respectivamen-
te, se necesita una correccidn, consistente
en sustituir i-1 por i+l y reciprocamente.
Por ejemplo, bajo nuestro supuesto de par-
tida, dc clegir i+1, ncccsitamos aplicar la

correccidn para estimar ,f:k, siendo:

—~
7o = D Pe- 1

P
La segunda aproximacién, utiliza la
interpolacién lineal:
P:-P;.;

i+1= 2.1

=P+ Pii+1-Piic1) (35)

Por tltimo define el estimador del coe-
ficiente de fiabilidad de la escala total como:

. S GemeY Y e e
p k= i=1li= j+1 (36)
Z

pi(l- pn)+22 Z @5 (LD - pip)
i=1 j=i+l

v

El valor del coeficiente se encuentra en
el intervalo (0 <p < 1).

No se han dado cotas minimas pricti-
cas, no obstante la experjencia sugiere que,
para considerar que la escala es fiable, el
valor de p sea superior a 0,70. Las principa-
les ventajas de este coeficiente son que no
requiere el supuesto de paralelismo de los
ftems y que no estd influida por la longitud,
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requiriendo dnicamente que el conjunto de
items sea holomorfo o doblemente monéto-
no. En la préctica y con datos empiricos
con dificultades igunales para varios ftems
no son aplicables estos métodos, puesto
que no pueden ordenarse los ftems y no se
cumpliria el supuesto de holomorfismo.
Sijtsma y Molenaar (1987) encontraron que
al calcular los m;con el método de la extra-
polacién con Pj 1 ; o con el de la interpola-
cién usando P;;,q, los estimadores mani-
fiestan un sesgo negativo, en tanto que
haciéndolos por los procedimientos recipro-
cos respectivos, el sesgo es positivo. Estos
autores proponen un nuevo procedimiento
para la estimacién del coeficiente del fiabili-
dad consistente en obtener los cuatro esti-
madores den; 1a media de los mismos, para
disminuir los citados sesgos. También pro-
ponen soluciones a algunos otros proble-
mas, como el citado de dificultades iguales.

LA ACUMULATIVIDAD DE UNA ES-
CALA DE REACCIONES INFANTILES

Se aplicé el modelo de escalabilidad de
Mokken al andlisis de la «Escala de adapta-

cién de padres en la adopcién» (Téllez, 1990).
Est4 constituida por varias subescalas inde-
pendientes, que recogen diferentes aspectos
del proceso e adaptacién, referidos a inquietu-
des, impresiones, acomodacién, etc. Cada
una de ellas estd formada por cuatro fiems que
se pretende sean acumulados. De entre ellas
se eligi6 la subescala de «Reacciones infanti-
les». Se aplicé a 92 sujetos (46 parejas), que
habian adoptado un nifio. La subescala que
consideramos consta de los siguientes items,
enumerados segtn su orden tedrico:

1. Con la llegada de mi hijo percibi
en él un ambiente de inseguridad.

2. He advertido perturbaciones en las
reacciones de mi hijo

3. Recuerdo manifestaciones agresivas
del nifo.

4. Recuerdo cambios de cardcter mani-
festados en su comportamiento.

Sc lcs pedia a los sujetos que'contesta-
sen si habfan percibido o no la caracteristica
en cuestién. A partir del conjunto de res-
puestas se calcularon las proporciones para
cada par de ftems, que se presentan en las
tablas 4 a 9.

_ Item 2
Item'1 1 0 Total 1
1 .054 .054 .108
0 151 742 .892
Total 2 205 796 1.000
Tabla 4. Proporciones de respuestas a los ftems 1.y 2
Item 3 :
Item 1 ‘1 - 0 ‘ Total 1
1 .065 .043 .108
0 .183 709 .892
Total 3 248 752 1.000

Tabla 5. Proporciones de respuestas a los ftems 1y 3

Psicothema, 1991
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Item 4
Item 1 1 0 Total 1
1 .097 011 .108
0 516 376 .892
Total 4 .613 387 1.000

Tabla 6. Proporciones de respuestas a los items 1 y 4.

Item 3
Item 2 1 0 Total 2
1 129 075 204
0 - 118 677 .796
Total 3 247 753 1.000

Tabla 7. Proporciones de respuestas a los ftems 2 y 3.

Item 4
Item 2 -1 0 Total 2
1 .161 .043 204
0 452 344 .796
Total 4 .613 387 1.000

Tabla 8. Proporciones de respuestas a los items 2 y 4.

Item 4
Item 3 1 0 Total 3
1 215 .032 248
0 .398 355 753
Total 4 .613 .387 1.000

Tabla 9. Proporciones de respuestas a los ftems 3 y 4.
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Los indices de dificultad de los ftems A partir de los datos anteriores se cal-
se presentan en la escala 10. cularon los coeficientes de homogeneidad
mondétona de los ftems y la escala. En la
Items D tabla 11, se muestran los Hyj y los H;, cal-
1 1075 culados, asi como la significacién estadisti-
2 2043 ca de los H;.
3 2473 El coeficiente H o indice de reproducti-
4 6129 vidad de la escala alcanza el valor de .5378.

El valor correspondiente a D* es de 6.5857,
Tabla 10. Indices de dificultad (ID) de los lo que nos permite rechazar la hip6tesis nula

items de la subescala. con p < 0000 . Para examinar 1a monotonia
Hij : ' Items
1 2 3 4 H; A% P
1 — ' 4817 - 41589 .0000
2 3706 — 4597 4.8697 .0000
3 4705 5118 — .5435 5.8562 .0000
4 7316 4553 .6562 — 5729 3.6419 0001

Tablall. Coeficientes Hj; y Hj de los ftems dc la escala.

en las dificultades de los items, se construye- Una inspecci6n de las matrices anterio-

ron las watrices P y PO siguientes. res revela que el conjunto de los 4 ftems es
holomorfo y podemos pasar a evaluar la acu-

Matriz Py = (P;; (0,0)) mulatividad y la fiabilidad de esta subescala.

Puesto que el conjunto de items cumple el

Items 1 2 3 4 principio del holomorfismo o de la doble
monotonia, podemos considerar que la su-

1 — .054 .065 .097 bescala constituye una escala acumulativa,

2 — — 129 .161 en el sentido Mokken. El holomorfismo del

3 — — T e 215 conjunto de items permite calcular las apro-

4 — — — — ximaciones a los estimadores ;;ii, necesarios

LD. .1075  .2043 .2473 6129  para hallar el estimador del coeficiente de fia-
' bilidad y que son estimaciones aproximadas

Matriz P = Py (1,1)) de 1a fiabilidad de cada ftem, entendida como

repeticién o como correlacién con un ftem

Items 1 2 3 4 equivalente. En la tabla 12 se muestran estos
valores para los cuatro ftems. :

| — 742 .709 376 El valor obtenido para el cgeficiente de

2 — — .677 344 fiabilidad de la subescala fue p = 0,7209.

3 — — — .333 Podemos concluir por tanto que la subescala

4 — —_ — — es relativamente fiable en cuanto a su con-

ILD. .1075 .2043 2473 .6129 sistencia interna.
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Los célculos del ejemplo fueron reali-
zados con el programa MOKBAS (Rivas y
Martinez, en prensa), un sencillo programa
escrito en BASIC, que toma como input las
tablas de contingencia de los pares de
ftems.

Items 7Atu
1 3922
2 5503
3 1344
4 .8253

Tabla 12.- Fiabilidad de los items.
CONCLUSIONES

En las péaginas anteriores se ha presen-
tado un modelo de Teorfa de la respuesta al
ftem no paramétrico, el modelo de Mokken,
basado en un conjunto de supuestos mas dé-
biles que los de los modelos mds conocidos
de la TRI: a) unidimensionalidad del con-
junto de ftems; b) independencia local esto-
céstica; c¢) CCI mondtonas no decrecientes;
d) monotonia en las dificultades del ftem u
ordenacion idéntica para diferentes valores
del rasgo (6).

Con el conjunto de supuestos anterior,
se consigue un procedimiento de escala-
miento de los sujetos, basado en la propor-
cién o en el nimero de ftems «positiva-
mente» respondidos del conjunto k. La or-
denacién «verdadera» de los sujetos en el
continuo latente es estimada eficientemente
por dicha puntuacién de escala. Lo mismo
se cumple también para la dificultad pobla-
cional dc los ftems y sus valores de escala.
Desde el punto de vista de los modelos de
construccién de escalas, creemos que el mo-
delo presentado, introduce cicrtas contribus
ciones interesantes:, a) Proporciona unas
bases tedricas plausibles 'g la utilizacién del
ndmero de ftems «positivos», como. indice
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de medida, basado en supuestos relativa-
mente débiles, puesto que no asume formas
paramétricas especificas. b) A partir de dis-
tribuciones marginales manifiestas, deriva
las propiedades de homogeneidad monétona
y holomorfismo, que permiten la ordena-
ci6én tnica de items y de sujetos. c) Deter-
mina el grado de escalabilidad de un conjun-
to de ftems en el sentido del escalograma o
escala perfecta de Guttman, mejorando con-
siderablemente su determinacién.

A pesar de las reconocidas ventajas, el
procedimiento no est4 exento de limitacio-
ncs, muchas de las cuales son producto de
la primera de las ventajas citadas, la natura-
leza no paramétrica del modelo, que impide
afinar en los procedimientos de estimacion.

Entre los principales problemas que
presenta el modelo en estado actual y que
pensamos se podian mejorar, se encuentran
los siguientes: a) No define de forma ine-
quivoca el concepto de. escala o al menos,
lo que se entiende por tal desde la Gptica de
la Teorfa de la Medicién; define ésta a partir
del coeficiente de escalahilidad. h) El coefi-
ciente de escalabilidad, toma como criterio
de definicién el escalograma perfecto, junto
con la independencia cstadfstica, pero no
permite evaluar de forma estadistica el grado
de desviacidn de la escala perfecta, ya que
carece de estadisticos de bondad de ajuste. )
Precisa de una mayor justificacién de la in-
dependencia de la muestra (de sujetos y/o de
ftems) para algunos de los indices propues-
tos, como los coeficientes de homogeneidad
y fiabilidad. Asimismo, justificacién de la
no dependencia de la muestra de ftems para
la puntuacion total, base para la ordenacién
de los sujetos. d) T.a pmeha del holomorfis-
mo, basada en una inspeccién visual, debe-
ria tener un apoyo estadistico. ¢) Serfa con-
veniente desarrollar procedimientos de
estimacién de la «clase latente» ordinal del
sujeto, en la linea de los desarrollos en esti-
madores de mdxima yerosimilitud propucs-
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tos recientemente (véase p. €j. la compila-
cién de Langeheine y Rost (1988). No obs-
tante, ya Mokken y Lewis (1982) esbozan
procedimientos bayesianos en este sentido.
f) Su aplicacidn dnicamente a ftems dicot6-
micos, aunque ésta es una critica que puede
aplicarse en la prictica a casi todos los mo-
delos de la Teoria de 1a Respuesta al Item.
No obstante, Molenaar (1982, 1986; traba-
jos citados en Debster et al., 1989) presenta
una extensién del modelo para items polité-
micos. - '

Algunos autores (Jansen et al. 1984;
Roskam et al., 1986) hacen una durisima
critica del modelo, desde nuestro punto de
vista, en parte injustificada, puesto que alu-
den a aspectos no implicados en el modelo
de Mokken, tales como las pendientes de
los ﬁems, sus distancias, etc. asi como la
ausencia de estadisticos suficientes para la
estimacion del rasgo. La consideracién de
cstos aspcctos, supondria la formulacién de
un modelo paramétrico, que no es el objeti-

vo del modelo de Mokken. Un modelo de
este tipo es el modelo de Rasch. En resu-
men, podemos considerar que el modelo de
Mokken representa un desarrollo importante
para la Psicometria, en el sentido de que
cubre bastante bien, un espacio no cubierto
por otros modelos y que resulta muy valio-
50 en numerosas investigaciones, siempre
que la variable de interés sea de cardcter acu-
mulativo y dificil de cuantificar, tal como
se plantea en las investigaciones de Psico-
logia del Desarrollo, de la Instruccidn, etc.
Su campo de aplicacién no estd limitado a
estas 4dreas, como puede observarse en el
ejemplo de aplicacién presentado, asi como
en las referencias citadas en la introduccién.
Por otra parte,. incluso con variables de
cuantificacién ma4s fécil, puede ser aconseja-
ble su uso en las primeras fases de cons-
truccién de instrumentos de medida, para se-
leccionar items, aunque en estadios pos-
teriores pueda continuarse con modelos pa-
ramétricos como el modelo de Rasch.
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