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Contraste de hipétesis en disefios de bloques
incompletos desequilibrados

Guillermo Vallgjo y José Ramo6n Escudero
Universidad de Oviedo

El disefio de bloques a azar capacita al investigador para reducir la varianza del error y obtener esti-
maciones més precisas de |0s efectos de |os tratamientos. En la mayoria de los experimentos el tama-
fio de los blogues debe ser reducido paralograr la homogeneidad de las unidades experimentales e in-
crementar la precision del disefio. En estos casos es posible seguir utilizando disefios de blogues en los
cuales una parte de los tratamientos es asignada a los bloques conforme alguin patrén especificado de
antemano. Estos disefios son conocidos como disefios de bloques incompletos equilibrados. Sin em-
bargo, también puede ocurrir que por accidente o cualquier otrarazon los investigadores se vean en la
obligacién de emplear disefios de bloques incompletos, pero carentes de equilibrio. En el presente tra-
bajo se muestrael proceso a seguir en este Ultimo caso, para determinar qué funcionesy contrastes son
estimables y cudles de las hip6tesis son de interés por resultar interpretables.

Testing of hypotheses in unbalanced incomplete block designs. The randomized complete block design
enables an experimenter to reduce the error variance and obtain more precise estimates of treatment ef -
fects. In many experiments the size block must be small to obtain homogeneity of the experimental
units, and increase the precision of the design. In this case it is possible to use randomized block de-
sign sin which every treatment it not present in every block, although if are presented according to so-
me specified pattern. These designs are known as balanced o partially balanced incomplete block de-
signs. However, it may happen by accident or some other reason, that the investigatorsis forced to use
incomplete block designs, but unbalanced. The purpose of this work is to show a method that allows
determining the functions and contrasts that are estimable and the associated hypotheses that are of ge-

neral interest.

El método més eficaz para soslayar la heterogeneidad de las
unidades experimental es en todo tipo de experimentacion, alavez
que pilar fundamental en la que se asienta el disefio experimental
moderno, se conoce con el nombre de modelo de bloques a azar.
Como resulta conocido, dicho disefio implica replicar €l experi-
mento, al menos, tantas veces como niveles tenga la variable de
bloqueo. Sin embargo, en ciertas situaciones los investigadores
son incapaces de asignar todos |os tratamientos a cada uno de los
bloques. En principio, esta situacion puede acontecer por razones
de indole muy diversa, no obstante, los problemas més frecuentes
surgen por limitaciones en los aparatos y, sobre manera, por no
disponer del adecuado nimero de unidades experimentales para
lograr que lahomogeneidad dentro de los blogques sealamayor po-
sible. Pararesolver estas cuestiones, y otras de caracter similar, es
factible usar disefios de bloques al azar en los cuales cada trata-
miento no se encuentre presente a lo largo de todas las dimensio-
nes de la variable de bloqueo. Estos disefios son conocidos como
disefios de bloques incompletos a azar. Y si bien es cierto que en
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la investigacion psicoldgica su empleo es préacticamente nulo, no
€S menos cierto que en ocasiones constituirian la opcion més ade-
cuada para abordar la cuestion resefiada. Trabajos con un agrada-
ble sabor aplicado donde se pueden encontrar estos disefios son los
de Lentner y Bishop (1986) y John y Quenouille (1977). Por su
parte, el libro de Dasy Giri (1979) da buena cuenta de los princi-
pales disefios de blogques incompletos, de su andlisis y de los mé-
todos mas rel evantes utilizados en su construccion.

Por regla general, la mayoria de los textos especializados reco-
miendan reducir el tamafio de los bloques utilizando |os disefios de
bloques incompletos equilibrados introducidos por Yates (1936) y
los disefios de bloques incompletos parcialmente equilibrados in-
troducidos por Bose y Nair (1939). Tanto unos como otros, re-
quieren que las unidades experimental es sean asignadas a los blo-
ques conforme algun patrén convenientemente especificado con
anterioridad alarealizacion del experimento. En concreto, el equi-
librio propio del primer grupo de disefios consiste en que cada par
de tratamientos ocurra el mismo ndmero de veces alo largo de los
diferentes niveles de la variable de blogueo (A). Supongamos que
lavariable de tratamiento consta de p nivelesy que en cada bloque
s6lo podemos manegjar exactamente k (k<p) tratamientos. La con-
dicién necesaria y suficiente para construir un disefio de bloques
incompleto equilibrado consiste en seleccionar un nimero de blo-
gues que coincida con el total de combinaciones posibles de ptra-
tamientos tomados de k en k.  Sin embargo, frecuentemente esta
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clase de disefios pueden obtenerse con un menor nimero de blo-
ques con tal de que se satisfaga: (a) pr = bk, (b) A =r(k-1) / p-1y
(c) b=p. Donde b denota & nimero de bloquesy r € nimero de
veces que cada nivel de tratamientos aparece a lo largo de los di-
ferentes bloques. A su vez, el patrén de balanceo de | os disefios de
blogues incompl etos parcia mente equilibrados consiste en que al-
gunos pares de tratamientos aparezcan juntos en cada blogue A;
VeCes, otros pares aparezcan juntos A, veces, ..., y |0s pares restan-
tes aparezcan juntos A, veces. Como consecuencia, estos disefios
exigen un menor numero de bloques que | os disefios de bloquesin-
completos equilibrados, aunque la eficiencia de estos Ultimos esla
misma para cada par de tratamientos, mientras que la de los dise-
fios parcialmente equilibrados es distinta para cada par de asocia-
dos.

Sin restar importancia a lo expuesto, en la fase de experimen-
tacion propiamente dicha también puede ocurrir, bien sea por ac-
cidente o bien sea por cualquier otra razon, que determinadas ob-
servaciones se pierdan. Consecuentemente, quiebran los requisitos
combinatorios requeridos por estos disefios para alcanzar €l equi-
librio. Por giemplo, un paciente puede abandonar el tratamiento,
un aparato puede fallar en e registro de determinados datos, uno
0 mas animales mueren durante su manipulacion, algunos sujetos
no siguen adecuadamente las instrucciones, etc. Lo cierto es que
situaciones como |as descritas no les son en absol uto extrafias alos
investigadores, aungue no suelan aludir a ellas. La pérdida de ob-
servaciones de un modo arbitrario conlleva que no todas las usua
les funciones paramétricas pueden ser observadas. Tales situacio-
nes, a menos que sean descubiertas conducen a una incorrecta
asignacion de los grados de libertad correspondientes a determi-
nadas fuentes de variacion, a la obtencién de matrices singulares
gue, por cierto, muchos programas de ordenador invierten sin ad-
vertir de tal anomalia a usuario y, sobre todo, a que efectuemos
contrastes con sumas de cuadrados que no son adecuadamente co-
nocidas. Paraintentar abordar un panorama como el descrito d in-
vestigador se le ofrecen varias salidas. Una de las méas novedosas,
y también de las més féciles de implementar, es la que se muestra
en el presente manuscrito siguiendo los trabajos de Dodge y Shah
(1977) y de Dodge (1985).

Estimacién de funciones y contrastes

Para estimar la funcion de respuestas de cada uno de los trata-
mientos implicados en el disefio de blogues incompleto, un apro-
piado modelo lineal estdndar puede ser escrito como sigue:

Yik =Htog +By e,  (=1..n;i=1...,pk=1..9

)

donde, [, o; y By son parametros desconocidos y 10s errores g,
son variables aleatorias con media cero e igua varianza. También
se asume que n= sz=1 nj # 0 paratodo k=1,...,q, que ns= 29, M
# 0 paratodo j=1,..., py que cada filay columna de la matriz de
datos contiene al menos una observacién.

El modelo de la ecuacion (1) también puede ser especificado en
forma matricial por

E()= j X,0+X B=X0 @

Aqui e vector de observacionesy esde dimension N x 1y la
matriz de disefio X (j, X4, X,) es de dimension N x (1+p+q). Es-

trechamente relacionada con la matriz de disefio X se hallala ma-
triz deincidenciaN, lacual especifica el nimero de observaciones
efectuadas bajo los niveles j-ésimo y k-ésimo de las variables de
tratamiento y bloqueo, respectivamente. En concreto, N = X' X,.

Dicho lo anterior, nos centraremos, inicialmente, en mostrar
qué funciones i + a; + 3 0 valores esperados de yj son estima-
bles; posteriormente, haremos lo propio con los contrastes o dife-
rencias entre pares de medias. En el caso que nos ocupa, una fun-
cion paramétrica puede ser definida como una combinacién lineal
de parametros W, O,..., ap, By,..., By Ta funcion es estimable s
se puede expresar como una combinacion lineal de las expecta
ciones + o; + B, delas celdas de la matriz de incidencia paralas
cuales existen observaciones disponibles. Actuamente existen
distintos procedimientos para saber que expectaciones son real-
mente estimables (ver, por gemplo, Milliken y Johnson, 1984; Se-
arle, 1997), no obstante, de los procedimientos examinados por
nosotros, el algoritmo o proceso R introducido por Birkes, Dogd-
gey Seely (1976) es el més completo.

El proceso R es un bucle iterativo que se aplica sobre la matriz
N para obtener unamatriz final, M, que informa de las celdas que
contienen funciones paramétricas estimables. Dicho proceso, ade-
maés de proporcionar una base paralas funciones estimables de ca-
da uno de los efectos implicados en €l disefio, también permite de-
terminar los grados de libertad asociados con las hipétesis deinte-
résy las porciones del disefio que estan conectadas. De acuerdo
con los autores citados, €l algoritmo R, cuyo funcionamiento es
muy similar a querige en el popular juego de las cuatro esquinas,
implica los cuatro pasos que siguen: En primer lugar, se parte de
una matriz de cerosM de dimensién p x . En segundo lugar, ca-
da entrada de la matriz M toma el valor uno si la correspondiente
entrada de la matriz de incidenciaN es distinta de cero. Esto es,
my =1 si ny # 0. En tercer lugar, cada entrada de lamatriz M to-
mael valor uno s existe algunafila columnae interaccion de am-
bas que valgan uno; esto es, para cada par de valores (j, k) si exis-
tenry s tal que mg = mg = my = 1, entonces my, = 1. Por dltimo,
se repite sucesivamente el paso 3, usando los nuevos m, distintos
de cero como angulos del rectangulo hasta que ninguna entrada
pueda ser modificada. A partir de la matriz final M, se colige r&
pidamente que una funcion parametricap + a; + B, es estimable si
y solo si my, = 1. Ademés de los citados Birke et al. (1976), Dod-
ge (1985) también presenta una demostracion de lo dicho. Para
ilustrar lo dicho, a continuacion, se muestra la matriz final M ob-
tenida a partir de una hipotética matriz de incidencia N en la cual
el nimero de niveles de lavariable de tratamiento y de lavariable
de blogqueo son los mismos; en concreto, p=6y q = 6.

020 03 0Q * 1 1* 0 1 1*Q
24000 00 01 1 1* 0 1* 1*0
o500 20 * 1* 1 0 1* 10

Ny 003000 M309 0 0 1 0 oOF
%4000 0" e 9 1% 0 1+ 1#D
B o200 o Hi 1+ 1 0 1* 1H

©)

Desde M resulta facil verificar |as funciones que son realmente
edimables. Por ejemplo, se observaque la funcion p + a, + B, es
ad ual mente estimable, mientrasque lafuncién p+a, + 3, noloes.

A a vez, mediante sencillas operaciones con la matriz M
tambi én se puede determinar qué contrastes son estimables. En
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concreto, una diferencia entre cual quier par denivelesde lava
riable de interés resulta estimable § €l elemento jk de la matriz
S (S=MM) es diginto de cero. Lo dicho es una consecuencia
de lo anterior y se puede verificar teniendo en cuentaque § s, #
0, debe existir algin | tal que my, = m, = 1. De este modo, las
funciones paramétricas i + a; + B, y 1 + a, + By tienen que ser
edimablesy, por extensién, las dif erenci as entre ambas expecta-
ciones Desdela matriz S se puede descubrir répidamente cuales
de los p x (p-1)/2 pares de tratamientos existentes son estima-
bles. Para ello tan Slo hay que reemplazar por unos todos los
elementosdigintos de cero que se halen por debajo deladiago-
nal principal de Sy colocar enlasfilas delamatriz triangular in-
ferior resultantelos valores a; = a,, O3, ..., O,y en las columnas
losvaores a; = ay, 0y,..., Ap4. A continuacion, utilizamos esa
Ultima matriz con aparienciadetriangulo contador para determi-
nar, por un lado, los contrastes que son estimablesy, por otro la-
do, cuantos pueden ser simul taneamente estimados de forma in-
dependiente. Lo primero puede ser hecho verificando la inter-
seccién defilas y columnas dél triangulo que contienen unos,
mientras quelo segundoimplicacontar | as filas cuyos elementas
no sean todos ceros. Dicha base coincide con |os grados de li-
bertad de la variable deinterés, en nuestro caso con f,. EnlaFi-
gura 1 s muedrael tridngulo contador paralas diferencias dea
del ejempl o citado més arriba.

| o8] ao a3 Oy g
[o5] 1
ag 1 1
ay 0 0 0
as 1 1 1 0
ag 1 1 1 0 1

Figura 1. Tridngulo contador para determinar los contrastesa estimables

Deacuerdo con dicha Figura 1, seobserva que a; - o, €s es-
timable, mientras que a, - a,nolo es También se aprecia que
€l nimero de filas cuyos e ementos no son todos nulos son cua
tro, por tanto, f, = 4. Se excusa decir que un proced miento -
milar se puede utilizar paracalcular f;, pero sustituyendo S por
M’M.

Determinacion de las sumas de cuadrados
e hipdtesis asociadas

En esta seccidn se genera una solucién g-inversa parare-
solver el sistema de ecuaciones normales X’ X0= X’y corres-
pondiente al modelo de ef ectos de la ecuacion (2). También
sepresentan las sumas de cuadrados requeridas para el andli-
sis de |la varianza y las hipoétesis que cada fuente tiene aso-
ciada

Paraencontrar unasolucién alos parametros del vector 6 va-
mos a excribir en forma matricial el sistema de ecuaciones nor-
mal es

Oi'jy  §i'X  §i'X, 00 Oj'yOo
XXpj XX N DDy
B.j N X'ZXZQ@E EPY=

4

dondej’j eslasumade lasentradasde lamariz N, losvectores j’ X
y j’ % contienen €l nimero de observaciones de lasfilasy de las
col umnas, respecti vamente, delamatriz deincidenciaNy X', X, y
XX, on matrices diagonales cuyas entradas estan configuradas
con las sumas de lasfilas y de las columnasdelamatriz N.

En el modelo sobreparametrizado que viene siendo considera-
do el orden de X es mayor que su rango, en concreto R(X) =f_+q,
conlo que X’X no esinvertible. De acuerdo con Searle (1997), es-
to se puede solucionar de una manera relativamente facil particio-
nando lamatriz X’ X y construyendo una submatriz cuyo rango sea
igual af,+q. Paraello se redefine N, como N, X{X,como XX,
Vi X 13y Xy comoj’ X, Ry X’ ycon susj-ésimasfilasy/o k-
ésimas columnas eliminadas. Teniendo en cuenta las modificacio-
nes resefiadas el sistema de ecuaciones normales se puede reescri-
bir

ol IXe X X oRo gi'yo

X'1j X1X;  Ng Cq D0 X;y0
Xqi Ng Xg¢Xg 0 3,07 X' YO
Koi cq 0O X XOHEOH §< W

©)

donde C, son las k-ésimas columnas eliminadas de N. Las ecua-
ciones son resueltas utilizando |la matriz

0 0] 0] on
G—D 1 X1 Nq H_l O
~® N'g X'q Xq0 %
0 0O o o

(6)

como unainversa generalizada. Sustituyendo la matriz de la parte
izquierda de la ecuacién (5) por lainversade G, esinmediato que

p=0yB=0y

4 ,
Ng 0 X1V

0 XX
QN XqX B EK'q¥8

%> E)

>'2.
Y @)

con
3 = (X'lxl)_l(x'ly - Nqéq)

- _ -1 ~
yBq =(X'q Xq=N'q(X'1X1) lN'q) (X'qy_ N'q(X'1 Xq) lxlly)

Por dltimo, en la Tabla 1 presentamos la particion de la suma
de cuadrados total e hip6tesis asociadas con las fuentes del mode-
lo. Siguiendo el trabajo de Speed y Hocking (1978), para simplifi-
car los aspectos computacionales utilizaremos la notacion R(./.).
Dicha cantidad implicala reduccién que se produce en la sumade
cuadrados como resultado de gjustar diferentes modelos.

Observando detenidamente la Tabla 1 se aprecia rdpidamente
las hipétesis que tienen realmente interés. En nuestro caso las aso-
ciadas con los tratamientos y blogues ajustados, ya que ambas tie-
nen una interpretacion clara; las hipotesis restantes al no ofrecer
ninguna interpretaci 6n razonable carecerian de interés.
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Tabla 1
Particion de la suma de cuadrados e hipétesis asociadas con el disefio
Fuentes de Suma de G.L. Hipétesis
variacion cuadrados asociadas
R( a, B) (X XYy Xy R(X)
R(W) @i'yiy 1 Ho: p+3jnj.ajty ), g 8= 0
R(¥) (X 2X2)1X" 2y) X2y-R (1) g1 Ho: By +3jnjkaj/n, igual ; k
R(a/y, ) R(u.a, B) - (X’ 2~X~2)")~(’~2y)’X’2y fa Ho:a1=0a2=...=ap
Ry, o, B) (X" Xy X'y) X'y R(X)
R(W) @'iyyiy 1 Ho: p+3jnj.ajty ), g 8= 0
R(a/h) (X" 1X12)*X 1)’ X'1y-R(1) p-1 Ho: o +Zknjiidny igual ; j
R(¥, a) R(y, a, B) - g_()s’ 1X_~1):X’_;Ly2’X’ 1y fr Ho:B1=Rp=..=
Resicul YY) XXy N-R(X)
Error y'y-(X'X): X'y) X'y N-(p+1)
No-aditividad Residual - Error (p+9)-R(X)
Total y'y N
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