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Modelo de medicion de componente no observable. Una presentacion
formal de la axiomatizacion de lateoria clasica de tests

Horacio Félix Attorresi, Maria Silvia Galibert y Maria Ester Aguerri
Universidad de Buenos Aires

El objetivo del presente trabajo es desarrollar en formarigurosay abstracta la fundamentacion del mo-
delo lineal de puntuaciones verdaderas de |a teoria clasica de tests. Se intenta superar asi tanto laim-
precision que frecuentemente se advierte en la literatura psicométrica respecto del carécter aleatorio o
fijo de las componentes del modelo cuanto la notacién engomrosa para su lecturay comprension. Se
presentan los axiomas del modelo, sus propiedades bésicas y |os resultados fundamentales de la con-
fiabilidad y validez destacando laimportancia de definirlos en términos de la componente no observa-
ble de lamedicion. Se considero de interés desarrollar una presentacion abstracta del modelo para que
éste pudiera ser gplicado en otros contextos —no necesariamente psicol 6gicos— donde los fendbmenos
involucren también variables no observables como son los puntajes verdaderos de la teoria clésica de
tests.

A model of non obser vable component measurement. A formal presentation of the axiomatic formula -
tion of the classical test theory. The aim of this paper isto develop in a strict and abstract way the ba-
sis of the linear-true score model in the dassical test theory. Its purpose is to overcome both the inac-
curacy tha is frequently seen in the psychometric literature with regard to the aleatory or fixed nature
of the model components and its confusing writing down for its reading and understanding. The
axioms of the model, their basic properties and their main results about reliability and validity are in-
troduced pointing out the importance of defining them taking into account the non observable compo-
nent of the measurement. The importance of an abstract presentation for the model lies in the interest
of being able to apply it in other contexts —not necessarily of psychological nature— w here the events

also involve non observable variables as the true scores in the classical test theory.

En este trabajo se intenta desarrollar una fundamentacion rigu-
rosay abstracta del modelo lineal del puntaje verdadero de la teo-
riadasicadetests. Este trabajo seinscribe, por tanto, en unadelas
lineas de trabajo mencionadas por Mufiiz (1998): la correspon-
diente a desarrollo de la TCT, cuyos inicios mas rigurosos se ubi-
can en € modelo linea clasico propuesto por Spearman. Ya No-
vick (1966) habia notado cierta imprecisién en las propiedades
que fundamentan esta teoria desde su formulacion detallada en
Gulliksen (1950) y se propuso asentarla sobre bases firmes. Sin
embargo, subsiste algo de imprecision en torno ala dimensionali-
dad del dominio de las componentes del modelo, lacual se agrava
por una notacién que resulta engorrosa para la lecturay compren-
sion. Lord y Novick (1968) utiliza subindices y una explicacion
coloquia para hacer referencia a diversos dominios de variacion
de dichas componentes y para indicar respecto de cud de ellos
considera la esperanza maemética. De ese modo no queda claro
que las variables aleatorias estén definidas sobre el mismo espacio
muestral, 1o cual es necesario para que tenga sentido plantear su
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aditividad en e modelo. En todo ese desarrollo hay una idea de
condicionar los puntajes a las unidades experimentales que se ex-
presa a través de los subindices. La presentacion del modelo se
simplificaria definiendo todas las variables sobre un Unico espacio
muestral més sencillo y utilizando la esperanza condicional entre
las mismas. Aun cuando algunos autoresintentan una presentacion
axiomatica moderna, no seven del todo libres del problemadel ca-
récter por momentos fijo y por momentos aleatorios del puntaje
verdadero (Alleny Yen, 1979) o de larestriccion del modelo a es-
pacios finitos para hacerlo més accesible a especialistas de forma-
cién no matematica (Crocker y Algina, 1986). Mientras en el pre-
sente articulo se fueron desarrollando |os fundamentos del mode-
lo, se vio la utilidad de darle una formulacién més abstracta para
que pudiera ser gplicado en otros contextos —o necesariamente
psicol 6gicos— donde los fendmenos involucren también variables
no observables como son los puntajes verdaderos de la teoria da-
sicade tests.

Construcciéon del modelo de medicién

Se dice que M es una medicion s es un vector aeaorio bidi-
mensional definido en un espacio de probabilidad (Q,A, P), donde
Q designa un espacio muestral, A una o- agebray P unafuncién
de probabilidad sobre A

M: Q- R2
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Considérense las proyecciones alas primeray segunda coorde-
nadas P, y P..
Sean las varigbles aeatorias:

T= P1-M que se denominara componente no observable
€= P,. M que se denominara error.
X=T + € que se denominara componente observable.

Explicitamente:
T(w)=P(M(w)=Py(te)=t

g(w)= Py(M(w))= Pyt,e)=€
X(w)= X((te)=t+e

con wQ

Definicion

Se dice que dos mediciones M; y M, estén asociadas si cum-
plen los siguientes axiomas:

E(e)/T))=E(&/T,)=0 (@)
Cov(g,e:)=0 sM;ZM, @)

Donde E( / ) designa la esperanza condicional, Cov la cova-
rianzay O lafuncién nula
Nétese que la relacién de mediciones asociadas es simétrica.
Definicion
Se dice que una familia de mediciones M es un modelo de me-
dicion aditivo de componente no observable s OM;0M, y
OM,0M se cumple que M, esta asociada con M ,.
Notese que larelacion de medici onesasociadas esreflexivaen M.
Proposicién
E(e/T)=0 s MOM (3)

Es inmediato de la reflexividad y de la definicién de medidas
asociadas.

Definicién

Se dice que dos mediciones en M son equivalentes si cumplen
los siguientes axiomas:

=T 4
Var(e)= Vare') (5

Donde Var designalavarianza
Nétese que la relacion de mediciones equivalentes es de equi-
valencia.

Propiedades bésicas del modelo

EXIM=T (6)
E(X/T)= E(T+¢ / T)= E(T/T) + E@/T )=

Por (3)=T+0=T

E(e)=0 ()

Por propiedad de esperanza condicional,
E(e)= E(E(¢/T))=

Por (3)= E(0)=0

Cov (Te)=0 (8)
Cov(T,e)= E{[T-E(T)].[e-E(€)]} =

Por (7)= E[(T-E(T)).€]l= E{E[(T-E(T)).e / T] }= E[(T-E(T)).E(e
mi=

Por (3)= E[(T-E(T)).0]= E(0)= 0

Cov (X,T)=Var(T) 9)
Cov(X,T)= Cov(T+¢,T)= Cov(T,T) + Cov(e,T)=

Por (8)= Var(T)

Cov (X£)= Var (g) (20
Cov(X,g)= Cov(T+¢,e)= Cov(T ) + Cov(e,g)= 0 + Var(e)= Var(e)
E(X)= E(T) (11)
E(X)= E(E(X/T))

Por (6)= E(T)

Var (X)= Var(T) + Var(g) (12)

Var(X)= Var(T + €)= Var(T) + Var(g) + 2Cov(T,£)=
Por (8)= Var(T) + Var(g)

P2(X,T)=Var(T) / Var(X)= 1 - Var(g) / Var(X) (13
P2(X,T)=Cov2(X,T) / Var(X).Var(T)= Cova(T+¢,T) / Var(X).Var(T)=
[Cov(T,T) + Cov(gT)] 2/ Var(X).\ar(T)= VaryT) / Var(X).\er(T)=
Var(T) / Var(X )=

Por (12)= [Var(X) - Var(g)] / Var(X)=1 - Var(g) / Var(X)

p2(X g)= Var(g) / Var(X) 14
p2A(X )= Cov(X g) I Var(X).Var(e)

Por (10)= Var(g) / Var(X).Var(e)= Var(g) / Var(X)
PAX,T) +px(X,e)=1 (15)
Es inmediao de (13) y (14)

Cov(T4,e5)= Cov(T,,g)=0 sM;yM,OM (16)
Cov(Ty.e9)= E{[T,- E(TY].[e o - E(e)]}=

Por (7)= E[(T, - E(T).&,]= E{E[(T,- E(Ty)).2/ T1]}= E[(T:-
E(T)).E,/T)]=

Por (1)= E[(T1- E(T1)).0]= E(0)=0

Cov(X4,X))=Cov(T,T,) s M; £M, a7)
Cov(X,Xo)= Cov(Ty+e; , Tot+e,) = Cov(T,,T,) + Cov(T.ey) +
Cov(g,,T,) + Cov(gy,g,) =

Por (16) y (2)= Cov(T,,T,)
P(T1T)=pP(X1,X) [ [P(X1,T 1) . p(X T2 s My #M, (18)
PXX) 1 [p(X 1, Ty) - p (X5 Ty)]=

=[Cov(Ty,T,)/ -J; a(Xy)Var(X,) 1/
{[var(ryr VatvatTy | [VatT,) | fato vat ) | =

Por (9) Cov(X,,T,)=Var(T,) y Cov(X,,T,)= Var(T,)
Reemplazando en (19) y por (17) se obtiene que:
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P(X1,X) 1 [p(Xy,TD) . p (X T2)I=
= [Cov (T4, T2)/1/ JVar(Xy) Var(Xz )]/
{[Var(Tl)/ ,Var(Xl)Var(Tl)HVar(Tz)/ Nar(Xz)Var(I'z)]}= 19

Simplificando se sigue:

= Cov (T T {[ var(Ta)/ JVatT)| [Va(T )/ JVatTs) || =
=Cov(T, T,)! [x Na(T). /Var(Tz)] =

=p(T.,T)) (20)
E(X)=E(X") siM y M’ son equivalentes (21)
E(X)= E(T +¢€)= E(T) + E(e)= E(T)

EX")=ET +¢€)=ET) +EE)=ET)

Por (4) T=T’; por tanto

E(X) = E(X")

Var(X)=Var(X’') s MyM’ son equivaentes (22

Por (12) Var(X)= Var(T) + Var(e) y Var(X')= Var(T") + Var(¢')
Por (4)y (5) T=T' y Var(e)= Var(c'),
Luego Var(X)= Var(X’)

Resultados fundamentales del modelo
p(X,X")=p(X,T) ssMy M’ son equivalentes, M M’ (23)

p(X, X")=Cov(X,X") I Var(X)Var(X") =
Por (22) = Cov(T +¢, T'+¢€") /,/Varz(x) =

=[Cov(T,T’) + Cov(T,€’) + Cov(e,T’) + Cov(e,€')] / Var(X)=

Por (16) y (2)
= Cov(T,T") / Var(X)=

Como T=T’
= Var(T)/Var(X) =

Por (13)= p2(X,T)

p(T 1, T 2)=p(X1,X2)/Jp(X1,X'l)Jp(XZ,X'Z) s M; y M,

son mediciones asociadas diferentesy M;, M’ ; y M,, M’,, son pa
res de mediciones equivalentes diferentes. (24)
La demostracion esinmediata de (18) y (23).

P2X,T)z2{1-[Var X)+tVar(Xy)]/Var(X)} s M=M; +
M, donde M, M; y M, OM (25)

[JVa() ~NVa(m,) 20

luego
Var(T,)+VanT,) =2, IVar(Tl)JVar(Tz)

Por la desigualdad de Cauchy - Schwartz

T VAt ) 2 foou(T,. )
Por transitividad
Var(T,) + Var(T,) = 2 |Cov(T,,T,)| = 2 Cov(T,,Ty)

Como T=T, + T,, sumando 2Cov(T,,T,) a ambos extremos de
la desigualdad se obtiene:

Var(T) = Var(T,) + Var(T,) + 2 Cov(T,T,) = 4 Cov(T,,T,)
Dividiendo los extremos de la desigualdad por Var(X)
Var(T)/Var(X) = 2. 2Cov (T;,T,) / Var(X)

Por (13) y (17) resulta:

p2(X,T) = 2.2Cov (X,X,) / Var(X)= 2 [Var(X) -Var (X,) -Var
X1/ Var(X)=2{ 1 —[Var (X)+Var(X,)] / Var(X) }

Las demostraciones del as propiedades antedichas suponen que
las varianzas y covari anzas existeny que las varianzas no son nulas.

Interpretacion en lateoria clésica de tests

Lamedicién M se considera como €l resultado de administrar
una prueba psicométrica a un individuo de una poblacion Q.

Lamedicién M le asigna a cada individuo un par de puntajes:
el puntgje verdadero y el error de medicién. El puntaje empirico
del sujeto esla suma del puntaje verdadero més €l error de medi-
cion.

Asi surgen nauralmente los significados de las variebles alea-
torias T —componente no observable— como el puntaje verdadero,
€ e error de medicion y X —componente observable-como € pun-
taje empirico.

De esta aplicacién del modelo se siguen las conocidas interpre-
taciones de la teoria déasica de tests para las propiedades bésicas.
Surge, sin embargo, una interpretacion algo diferente respecto del
puntgje verdadero. Bajo el enfoque de Lord y Novick (1968) el
puntgje verdadero queda fijado al elegir un sujeto pero no €l error
de medicidn ni, consecuentemente, €l puntaje observado que per-
manecen como variables aledorias. Con ese enfoque, e puntge
verdadero se interpreta como el promedio de |as puntuaciones em-
piricas del individuo a lo largo de infinitas administraciones del
mismo test. Con la presente formulacion, al fijar el sujeto quedan
fijos los valores de las tres componentes y cada puntaje verdadero
se interpreta como el promedio de todas las puntuaciones empiri-
cas de los sujetos que tienen el mismo puntaje verdadero. En efec-
to, esta interpretacion se sigue directamente de (6), ya que resulta
E(X/T=t)=t. Esta es unaforma de ver atodos los individuos que
tienen el mismo puntaje verdadero como una replicacion de un
mismo individuo, lo cual es correcto teniendo en cuenta que, en €
modelo de medicion, e objetivo esta en la estimacion de dicho
puntaje y no en la unidad experimental.

Las medidas asociadas representan a variables de criterio para
una prueba especifica. En la familiaM no se distingue una de la
otra en virtud de la propiedad simétrica; aunque en la practica del
estudio de validacion de una prueba se jerarquiza otramedicion de
M como variable criterio.
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Las medidas equivalentes corresponden a lo que se denomina
en laliteratura psicométrica medidas paral€elas.

El resultado (23) vincula el indice de configbilidad con el coe-
ficiente de conficbilidad y € resultado (24) corresponde a la co-
nocida formula de atenuacién del coeficiente de validez. Ambos
son resultados esencial es de la teoria porque permiten expresar co-
rrelaciones con una variable no observable en términos de veria-
bles observables, 1o que hace posible su estimacién. Si bien tradi-
cionalmente se ha definido lavalidez como la correlacion entre las
puntuaciones empiricas entre una medicién y un criterio, parece
maés razonable definirla como la correl acién entre las puntuaciones
verdaderas y expresarla en términos de variables observables por
lallamada formula de atenuacion que no tendriaya que llevar es-
te nombre. Esto le daria sentido a hecho de introducir como com-
ponente fundamental del modelo a los puntgjes verdaderos, mas
aun teniendo en cuenta que uno de los nombres de la teoria es €
de «modelo lineal del puntsje verdadero».

Finamente, €l resultado (25) es la desigualdad obtenida por
Guttman (1945) para dos componentes, donde €l segundo miem-
bro es el coeficiente a de Cronbach (1951). Dicho resultado es de
sencilla generalizacion an componentesy permite dar una cotain-
ferior para la confiabilidad de un instrumento cuando se dispone
de una sola prueba.

Implicancias tedrico-précticas de una formulacidn axiomatica

Entre los beneficios que, seglin Camara Sanchez (2000), la for-
malizacién matemédtica aporta a la metodologia econémica estan
laexplicitacion de supuestos y premisas, concision y precision. Es
claro que dichos aportes no se restringen al ambito particular dela
economia, sino gque son generales. L os siguientes puntos resumen
algunas de las ventajas de la formalizacién axiomética vacia de un
contenido especifico para el presente modelo de medicidn.

Ganancia en claridad al evitar la ambigliedad propia del lenguaje
natural

Cuando se presenta el modelo lineal clésico en laliteratura psi-
cométrica suele decirse que € puntaje verdadero es el valor espe-
rado de los puntajes observados y que a su vez su correlacidn con
los errores es nula. La primera afirmacion supone que e puntaje
verdadero es un valor fijo, mientras que la segunda tiene sentido
solo s se trata de una variable aleatoria. El problema deriva de
cierta ambigiiedad respecto de las expresiones «puntgje verdade-
ro» y «valor esperado». Suele hablarse de puntaje verdadero para
designar una variable aleatoria al mismo tiempo que cada uno de

sus posibles valores en particular; asimismo en dicha propiedad se
dice «valor esperado» cuando en realidad se quiere hacer referen-
cia a la esperanza condicional. Los enunciados forma mente co-
rrectos de estas propiedades se hallan en (6), (8) y (11).

Desarrollo del modelo en una adecuada estructura l6gica

Consiste en explicitar y jerarquizar correctamente las relacio-
nes que se definen en el modelo. Por gemplo, a establecer los
axiomas que definen las «medidas asociadas» y las «medidas equi-
valentes» surge como consecuenciainmediata que las medidas pa-
ralelas, por su naturaleza formal, son un caso particular de las va-
rigbles criterio. El ordenamiento en una estructura | dgica permite,
ademas, identificar qué propiedades de |a teoria se necesitan pro-
poner como axiomas y cuales pueden ser deducidas. Bgjo la pre-
sente formulaci6n axiomatica no es necesario suponer que la Cov
(T,€)= 0; esta propiedad, fundamental en la teoria, puede deducir-
se con solo suponer que E(e/T)= 0. Lord y Novick (1968) consi-
deran dicha propiedad como un axioma del modelo.

Generalizacién del modelo y de sus aplicaciones

El hecho de que laformalizacion axiomaticano estdligadaaun
contenido especifico facilitala gplicacion del modelo a contenidos
muy diversos mientras respondan a la misma estructura. Son mu-
chas las disciplinas que trabajan en problemas donde se hace ne-
cesario conocer € valor de variables que no se pueden observar di-
rectamente. Este tipo de problemas abunda en psicologia, econo-
mia y sociologia, pero también se hallan frecuentemente en las
ciencias naurales como las ciencias agrarias (mejoramiento ani-
mal) y fisicas (mecanica cuantica), entre otras. Ademas de la va-
riedad de gplicaciones del mismo modelo, la claridad formal en la
presentacion de los axiomas facilita posibles generalizaciones pro-
piamente dichas del modelo en cuestion, ya sea por relajar o por
restringir el conjunto de axiomas. Asi, por ggemplo, Melia (2000)
hace referencia a los intentos de aportar métodos débiles para de-
terminar si dos medidas son paralelasy discute las posibilidades y
limitaciones de este concepto como fundamento de la fiabilidad.
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